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Kompakte Riemannsche Fl achen vom Geschlecht g > 1 haben h ochstens
84(g 1) viele Automorphismen. Die Fl achen, deren Automorphismengruppe
diese maximale Gr oe erreicht sind die Hurwitz-Kurven (kompakte Riemann-
sche Fl achen sind glatte projektive Kurven  uber C und wenn im Folgenden
von Kurven die Rede sein wird, sind stets kompakte Riemannsche Fl achen
gemeint); die zugeh origen Automorphismengruppen nennt man entsprechend
Hurwitz-Gruppen. Diese Kurven werden durch torsionsfreie Normalteiler N in
der Dreiecksgruppe (2;3;7) uniformisiert, d.h. N ist ihre universelle  Uber-
lagerungsgruppe und die Kurven sind isomorph zu NnU, wenn U die obere
Halbebene bezeichnet. Die Automorphismengruppen sind dann isomorph zu
(2;3;7)=N.
Eine erste interessante unendliche Familie von Hurwitz-Gruppen wurde
von Macbeath gefunden [M69]. Diese Gruppen sind alle isomorph zu PSL2Fq,
mit
(i) q = 7,
(ii) q = p  1 mod 7,
(iii) q = p3, p  2 oder 3 mod 7
f ur eine Primzahl p und es gibt keine anderen Werte q, f ur die PSL2Fq eine
Hurwitz-Gruppe ist. Falls q vom Typ (i) oder (iii) ist, hat man nur eine
zugeh orige Riemannsche Fl ache. Im Fall (ii) erh alt man drei nicht-isomorphe
Kurven mit der gleichen Automorphismengruppe. In einer Arbeit von Streit
[St00] wird gezeigt, dass diese drei Kurven einen Orbit unter der Operation
der absoluten Galoisgruppe bilden.
Quasiplatonische Kurven sind in gewisser Weise eine Verallgemeinerung
der Hurwitz-Kurven. Im Modulraum bilden die Hurwitz-Kurven die absolu-
ten Maxima bzgl. der Gr oe der Automorphismengruppe, die quasiplatoni-
schen Kurven die lokalen Maxima. Vom Standpunkt der Uniformisierung aus
gesehen ersetzt man die Gruppe (2;3;7) durch eine beliebige andere Drei-
ecksgruppe. Inwiefern lassen sich obige Resultate  uber Galoiskonjugiertheit
bei den Hurwitz-Kurven auf quasiplatonische Kurven mit einer Automor-
phismengruppe isomorph zu PSL2Fq  ubertragen?
iiiiv Einleitung
Betrachtet man den Spurk orper E einer Dreiecksgruppe, so hat man eine
Operation von Gal(E=Q) auf den Primidealen der K orpererweiterung. Gibt
es einen Zusammenhang zwischen dieser Operation und der oben erw ahnten
Galoisoperation auf den Kurven? Schmidt und Smith [SS] betrachten Kurven,
die durch Hauptkongruenzuntergruppen von Heckegruppen zu einem Prim-
ideal in einem Kreisteilungsk orper uniformisiert werden. Diese Kurven bilden
nicht nur einen Galoisorbit, die Operation der Galoisgruppe auf den Kurven
stimmt auch mit der Operation auf den Primidealen  uberein. Kann man eine
 ahnliche Korrespondenz bei Hurwitz-Kurven bzw. quasiplatonischen Kurven
wiedernden?
Die Elemente mit Norm 1 in einer Ordnung einer Quaternionenalgebra,
deniert  uber einem algebraischen Zahlk orper F, bilden eine arithmetische
Gruppe. Erf ullt die Quaternionenalgebra ein gewisses Verzweigungsverhal-
ten, dann erh alt man sogar eine arithmetische Fuchssche Gruppe. In [D] zeigt
D zambi c, dass der Quotient einer solchen Gruppe nach einer Hauptkongru-
enzuntergruppe isomorph ist zu PSL2Fq, wobei Fq der Restklassenk orper der
Erweiterung F=Q bzgl. einem Primideal  uber der Charakteristik von Fq ist.
 Uber F = Q(cos(2=7)) kann man eine Quaternionenalgebra denieren, aus
der man die arithmetische Fuchssche Gruppe (2;3;7) erh alt. In [D] wird
auerdem gezeigt, dass man dann als Quotient nach den Hauptkongruenzun-
tergruppen gerade die Gruppen von Macbeath erh alt. Oen bleibt die Frage,
ob bzw. warum die Galoiskonjugation auf den Kurven und den Idealen  uber-
einstimmt und ob eine Verallgemeinerung auf andere, unter Umst anden sogar
nicht-arithmetische, Dreiecksgruppen m oglich ist.
In dieser Arbeit versuchen wir diese Fragen so weit wie m oglich zu beant-
worten.
Der erste Teil der Arbeit befasst sich mit quasiplatonischen Riemann-
schen Fl achen, die PSL2Fq als Automorphismengruppe besitzen, und deren
Verhalten unter der Galoisoperation. In den ersten vier Abschnitten werden
zun achst die dazu ben otigten Werkzeuge vorgestellt.
In Abschnitt 1.1 werden die wichtigsten Fakten zusammengestellt, die wir
 uber PSL2Fq ben otigen.
Abschnitt 1.2 widmet sich der Frage, wann zwei Elemente g0;g1 aus
PSL2Fq die ganze Gruppe erzeugen. Ist dies m oglich, dann erhalten wir eine
Projektion einer Dreiecksgruppe (m0;m1;m1) auf PSL2Fq mit mi = ordgi,
wobei g1 = (g0g1) 1. Die Resultate sind entweder bei [M69] oder [F] bewie-
sen.  Ahnliche Ergebnisse ndet man auch in [S].
In 1.3 betrachten wir den Spurk orper einer solchen Dreiecksgruppe, also
die K orpererweiterung, die durch Adjungieren der Spuren von Elementen
aus  an Q entsteht. Spurk orper zu Fuchsschen oder Kleinschen GruppenEinleitung v
werden ausf uhrlich in [MR] behandelt.
In Abschnitt 1.4 werden die Projektionen   PSL2Fq mit unterschiedli-
chen Kernen gez ahlt, indem wir die Kerne durch die verschiedenen Spurtupel
von g0;g1;g1 beschreiben, wobei hier die Spuren eines Tripels in SL2Fq mit
g0g1g1 = 1 betrachtet werden, d.h. die Vorzeichen spielen hier eine Rolle.
Genauer:  Andert man bei einer geraden Anzahl der trgi das Vorzeichen, so
erh alt man eine isomorphe Kurve;  andert man man das Vorzeichen bei einer
ungeraden Anzahl, so erh alt man eine nicht isomorphe Kurve. Die Vorzeichen
spielen keine Rolle mehr, wenn eines der gi Spur 0 hat. Diese Resultate ndet
man in [F].
In 1.5 geben wir eine Bedingung daf ur an, dass verschiedene Kerne K
in  auch zu verschiedenen Kurven KnU f uhren. Dabei werden Resultate in
[GW]  uber den Konjugator zweier Dreiecksgruppen benutzt.
In Abschnitt 1.6 wird der Zusammenhang zwischen den Multiplikatoren
und den Spuren eines Automorphismus beschrieben. Spielt das Vorzeichen
bei den Spuren keine Rolle, dann kann man die verschiedenen Kerne/Kurven
auch durch ein Tripel von Multiplikatoren beschreiben. Es zeigt sich, dass
eine sorgf altige Analyse eines Beweises in [M73] zusammen mit den Eigen-
schaften von PSL2Fq aus dem ersten Abschnitt zu einer Verallgemeinerung
des in [St00] zentralen Lemmas f uhrt, so dass wir in 1.7 die Methoden von
Streit zur Beschreibung der Galoisoperation auf unseren Kurven mit Hilfe der
Multiplikatoren verwenden k onnen. Spielt jedoch das Vorzeichen im Spurtu-
pel eine Rolle, dann hat man zu einem Multiplikatortripel zwei verschiedene
Kurven. Man kann die Galoisoperation in diesem Fall also nicht  uber das
Verhalten der Multiplikatoren beschreiben.
Im zweiten Teil der Arbeit geht es um den Zusammenhang zwischen den
Primidealen p im Spurk orper  uber der Primzahl p und den verschiedenen
Kurven in einer Galois-Bahn. Wir k onnen n amlich die Kerne aus dem ersten
Teil als Schnitt der Dreiecksgruppe mit einer Hauptkongruenzuntergruppe
zu dem Ideal p beschreiben. Es zeigt sich auerdem, dass die Galoisoperation
auf den Kurven mit der Operation auf den Primidealen kompatibel ist. Die
ersten drei Abschnitte dienen wieder einer  Ubersicht  uber die verwendeten
Methoden.
In den Abschnitten 2.1 bzw. 2.2 werden die f ur uns wichtigen Fakten  uber
Quaternionenalgebren bzw. Ordnungen in Quaternionenalgebren zusammen-
gestellt. Mit Hilfe der allgemeinen Theorie  uber maximale Ordnungen in zen-
tralen einfachen Algebren erhalten wir ein Reslutat, das die Rolle des Satzes
aus [D]  ubernimmt.
In Abschnitt 2.3 ordnen wir einer Fuchsschen Gruppe eine Quaternionen-
algebra  uber dem Spurk orper zu. Hier folgen wir der Darstellung in [MR].vi Einleitung
In 2.4 werden Projektionen   PSL2Fq  uber Quaternionenalgebren
beschrieben. Der Kern einer solchen Projektion erweist sich als Schnitt der
Dreiecksgruppe mit einer Hauptkongruenzuntergruppe zu einem Primideal
p.
Im letzten Abschnitt wird die Korrespondenz zwischen der Galoisope-
ration auf den Primidealen und der Operation auf der Familie der entste-
henden Kurven erkl art: F ur jedes Primideal p erh alt man eine Projektion
  PSL2Fq  uber die Quaternionenalgebra von . Das Spurtripel in PSL2Fq
ist dabei gerade das Spurtripel aus  modulo p.  Andert man p, so erh alt man
ein anderes Spurtripel in PSL2Fq, also auch einen anderen Kern.
Lassen sich die verschiedenen Kerne  uber die Tripel der Multiplikatoren
beschreiben, dann ist die Galoisoperation auf diesen Tripeln, also die Galois-
operation auf den Kurven, vertr aglich mit der Operation, die die Primideale
p j charFq permutiert.
Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. J. Wolfart f ur die Anregung zu dieser
Arbeit und die Unterst utzung w ahrend der vergangenen drei Jahre.Inhaltsverzeichnis
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viiviiiKapitel 1
Kerne und Kurven
1.1 PSL2(Fq)
Sei p prim und q = pf. Wir betrachten SL2 bzw. PSL2  uber dem endlichen
K orper mit q Elementen Fq.
Denition 1.1.1. Sei g 2 SL2(Fq) und g(X) := X2   tr(g)X + 1 das
charakteristische Polynom von g. Wir nennen g
parabolisch :, g hat eine doppelte Nullstelle in Fq,
hyperbolisch :, g hat zwei verschiedene Nullstellen in Fq,
elliptisch :, g hat keine Nullstellen in Fq.
Lemma 1.1.2. F ur alle t 2 F
q gibt es eine Zerlegung t = a + a 1, a 2 F
q2,
und diese ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Summanden.
Beweis. Sei t 2 F
q. Die Gleichung t = a+a 1 ist  aquivalent zu a2 ta+1 = 0.
D.h. wir erhalten eine solche Zerlegung durch die Nullstellen des Polynoms
X2 tX +1. Da die Nullstellen durch das Polynom eindeutig bestimmt sind,
ist auch die Zerlegung von t eindeutig.
Korollar 1.1.3. 1 6= g 2 SL2(Fq) ist genau dann parabolisch, wenn trg =
2.
Beweis. Sei trg = a + a 1. Dann sind a und a 1 die beiden Nullstellen von
g. Nach Voraussetzung hat g eine doppelte Nullstelle, also a = a 1 bzw.
a = 1 und somit trg = 2. Umgekehrt hat X2  2X + 1 = (X  1)2 eine
doppelte Nullstelle.
Bemerkung.  Uber gebrochen-lineare Transformationen l asst sich eine Opera-
tion von PSL2(Fq) auf P1(Fq) = Fq [ f1g denieren, n amlich

a b
c d

 x :=
ax + b
cx + d
;
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a;b;c;d 2 Fq, ad   bc = 1, x 2 P1(Fq).
Diese Operation ist zweifach transitiv und ein Element 1 6= g 2 SL2(Fq)
ist genau dann parabolisch/hyperbolisch/elliptisch, wenn das zugh orige Ele-
ment g 2 PSL2(Fq) genau einen/genau zwei/keinen Fixpunkt in P1(Fq) be-
sitzt. Des weiteren hat man folgende Normalformen:
Lemma 1.1.4. Sei 1 6= g 2 SL2(Fq). Dann gilt:
 Ist g parabolisch, dann ist g konjugiert zu 

1 b
0 1

, f ur ein b 2 F
q.
 Ist g hyperbolisch, dann ist g konjugiert zu

a 0
0 a 1

, a 6= 0;1.
 Ist g elliptisch, dann ist g  uber Fq2 konjugiert zu

 0
0  1

, mit
 2 Fq2 n Fq. Ist g =

a b
c d

, dann ist bc 6= 0.
Satz 1.1.5. Ist p 6= 2, dann zerfallen die parabolischen Elemente aus SL2(Fq)
mit Spur 2 in drei Konjugationsklassen, n amlich die der Einheitsmatrix und
den beiden Klassen, die repr asentiert werden durch

1 1
0 1

und

1 a
0 1

;
wobei a ein Nichtquadrat in Fq ist. Entsprechend f ur parabolische Elemente
mit Spur  2.
Ist p = 2, dann zerfallen die parabolischen Elemente in zwei Konjugati-
onsklassen, n amlich die der Einheitsmatrix auf der einen und allen anderen
Matrizen mit Spur 0 auf der anderen Seite.
Die Besonderheit f ur p = 2 liegt daran, dass die multiplikative Gruppe von
F2f eine zyklische Gruppe ungerader Ordnung ist. Daher ist jedes Element
ein Quadrat und besitzt genau eine Wurzel in F2f.
Beweis. Sei 1 6= g parabolisch mit Spur 2. Dann ist g konjugiert zu

1 x
0 1

,
x 6= 0. Weiteres Konjugieren ergibt

a b
c d

1 x
0 1

d  b
 c a

=

1   acx a2x
 cx2 1 + acx

:

1 x
0 1

ist also nur zu oberen Dreiecksmatrizen der Form

1 a2x
0 1

konjugiert.1.1 PSL2(Fq) 3
Satz 1.1.6. Zwei nicht-parabolische Elemente in SL2(Fq) sind genau dann
konjugiert in SL2(Fq), wenn sie die gleiche Spur haben.
Beweis. Sind g;h 2 SL2(Fq) konjugiert, dann haben sie auch die gleiche Spur.
Seien g;h hyperbolisch mit tr(g) = a+a 1 = tr(h). g und h sind konju-
giert zu 
a 0
0 a 1

oder

a 1 0
0 a

;
und diese beiden Matrizen sind durch

0 1
 1 0

konjugiert.
Sei g =

a b
c d

elliptisch mit tr(g) = a+d =: t. Da bc 6= 0 k onnen wir
konjugieren mit:

c  a
0 c 1

a b
c d

c 1 a
0 c

=

0  c
c 1 t

:
Es gen ugt also zu zeigen, dass Matrizen der Form

0  c
c 1 t

f ur beliebige
c 2 F
q miteinander konjugiert sind. Wir konjugieren:

x y
z w

0  c
c 1 t

w  y
 z x

=

c 1yw + cxz   tyz  c(x2   t
y
cx + (
y
c)2)
c 1w2 + cz2   tzw  c 1yw   cxz + txw

:
Setzt man x = w 1, y = 0 = z so erh alt man

0  cx2
c 1x 2 t

:
Ist p = 2, so durchl auft  cx2, x 2 F
q ganz F
q und wir sind fertig. Ist
p 6= 2, so muss man sich noch  uberlegen, wie man in der Gegendiagonalen
ein Nichtquadrat als Faktor von  c bzw. c 1 bekommt: Wir betrachten das
charakteristische Polynom
g(X) =

X  
t
2
2
 
(t   2)(t + 2)
4
:
Im Bildraum g(Fq) gibt es ein Nichtquadrat. Denn ist  (t 2)(t+2)=4 2 F
q
ein Quadrat, dann gibt es ein Quadrat 2 2 F
q, so dass die Summe der
beiden Elemente ein Nichtquadrat ist, und daher ist ( + t
2) kein Quadrat.
Ist  (t   2)(t + 2)=4 kein Quadrat, dann ist g( t
2) kein Quadrat.4 Kerne und Kurven
Wir setzen also y = c und w ahlen x so, dass g(x) kein Quadrat ist.
Schlielich bestimmt man z;w so, dass w + zc(x   t) = 0 und xw   yz = 1
erf ullt sind. Da g als elliptisch vorausgesetzt wurde, kann man die Gleichun-
gen tats achlich l osen.
Korollar 1.1.7. Sei 1 6= g 2 SL2(Fq). Die Anzahl der zu g konjugierten
Elemente betr agt:
(p;2)(q2   1)=2, falls g parabolisch ist,
q(q + 1), falls g hyperbolisch ist,
q(q   1), falls g elliptisch ist.
Beweis. Sei g parabolisch und o.B.d.A. tr(g) = 2. Wir z ahlen alle Elemente
mit Spur 2, also alle

a b
c 2   a

mit 2a a2 bc = 1 bzw.  bc = (a 1)2.
Wir haben die Wahlm oglichkeiten
(a = 1 und bc = 0) oder (a 6= 1 und bc 2 F

q):
Das ergibt
1  (1 + 2(q   1)) + (q   1)  (q   1) = q
2
Elemente mit Spur 2. Davon m ussen wir 1 f ur die Identit at abziehen und im
Fall p 6= 2 noch durch 2 teilen.
Jetzt sei g nicht parabolisch, d.h. tr(g) := t 6= 2. Wir z ahlen alle Ele-
mente mit Spur t, also

a b
c t   a

mit at   a2   bc = 1 bzw.  bc =
a2   ta + 1 = g(a).
Ist g hyperbolisch, dann seien x;x 1 mit t = x+x 1 die beiden Nullstellen
von g. Wir haben dann die Wahlm oglichkeiten
(a = x;x
 1 und bc = 0) oder (a 6= x;x
 1 und bc 2 F

q):
Das ergibt
2  (1 + 2(q   1)) + (q   2)  (q   1) = q(q + 1)
Elemente mit Spur t.
Ist g elliptisch, dann ist g(a) 6= 0 f ur alle a 2 Fq. Wir k onnen also a 2 Fq
und b 2 F
q beliebig w ahlen. Dann ist c  uber die Determinante bestimmt und
wir haben q(q   1) Elemente mit Spur t.
Korollar 1.1.8 (vgl. [M73]). Sei 1 6= g 2 SL2(Fq) und g sei das zugeh orige
Element aus PSL2(Fq). Dann ist die Anzahl der Elemente im Normalisator
von hgi in PSL2(Fq) gleich:
(pf;2)q (p   1)=2, falls g parabolisch ist,
(p;2)(q   1), falls g hyperbolisch ist,
(p;2)(q + 1), falls g elliptisch ist.1.1 PSL2(Fq) 5
Beweis. Die Anzahl der Elemente im Normalisator von hgi ist gleich dem
Produkt der Anzahl von Elementen in hgi, zu denen g konjugiert ist mit der
Anzahl von Elementen, die g unter Konjugation x lassen.
Sei g parabolisch und o.B.d.A. konjugiert zu

1 1
0 1

. Dann ist g kon-
jugiert zu (p   1)=2 vielen Elementen gk, wenn keine Quadratwurzel zu Fp
adjungiert wurde, also wenn 2 - f und p 6= 2. Hingegen ist g konjugiert
zu (p   1) vielen Elementen gk, wenn eine Quadratwurzel zu Fp adjungiert
wurde, also wenn 2 j f oder p = 2.
PSL2(Fq) operiert durch Konjugation auf sich. Die L ange der Bahnen
unter dieser Operation haben wir in Korollar 1.1.7 berechnet. Die Gruppen-
ordnung betr agt
jPSL2(Fq)j = (p;2)(q   1)q(q + 1)=2:
Damit erhalten wir f ur die Ordnung des Stabilisators von g
jStabgj = q:
F ur die Ordnung des Normalisators folgt daraus obige Formel.
Ist g hyperbolisch/elliptisch, dann ist g nur zu den beiden g-Potenzen g
und g 1 konjugiert. F ur die Ordnung des Stabilisators folgt
jStabgj = (p;2)(q  1)=2;
und damit die Formeln f ur die Ordnung des Normalisators.
Satz 1.1.9. Sei 1 6= g 2 SL2(Fq) und g das entsprechende Element aus
PSL2(Fq) mit n = ordg. Dann gilt:
g ist parabolisch , p = n.
g ist hyperbolisch , q  1 mod 2n bzw. mod n, falls p = 2.
g ist elliptisch , q   1 mod 2n bzw. mod n, falls p = 2.
Beweis. Sei g parabolisch. g ist konjugiert zu 

1 b
0 1

, b 6= 0, und damit
ord(g) = charFq = p.
Sei g hyperbolisch, d.h. konjugiert zu

a 0
0 a 1

. Ist n  1(2), dann sei
a = n o.B.d.A. eine primitive n-te Einheitswurzel und n 2 Fq, d.h. q
n = n,
also q  1(n). Da (2;n) = 1, gilt sogar q  1(2n), sofern p 6= 2. Ist n  0(2),
p 6= 2, dann ist a = 2n eine primitive 2n-te Einheitswurzel, und wie oben
folgt q  1(2n). Im Fall p = 2 ist a eine primitive n-te Einheitswurzel.6 Kerne und Kurven
Sei schlielich g elliptisch. In SL2(Fq2) ist g hyperbolisch, d.h. dort ist g
konjugiert zu einer Matrix

 0
0  1

mit einer n-ten (bzw. 2n-ten Ein-
heitswurzel)  2 Fq2 n Fq, also mit q 6= . Andererseits liegt die Spur in
Fq, d.h. ( +  1)q = q +  q =  +  1. Mit Lemma 1.1.2 folgt daraus
q =  1, also q   1 mod n (bzw. 2n).
1.2 Erzeugende von PSL2(Fq)
Sei p prim und q eine p-Potenz. In G := PSL2(Fq) wollen wir nun solche Tripel
von Elementen (g0;g1;g1) mit g0g1g1 = 1 betrachten, die ganz G erzeugen.
Ist mi = ord(gi), dann kann man eine Abbildung der Dreiecksgruppe
 = (m0;m1;m1) = h
0;
1;
1 j 

m0
0 = 

m1
1 = 

m1
1 = 
0
1
1 = 1i
auf G mit torsionsfreiem Kern durch 
i 7! gi denieren.
Unter welchen Bedingungen ganz G erzeugt wird, und wie viele verschie-
dene torsionsfreie Kerne es bei Projektionen von  auf G gibt, ist Gegenstand
der Arbeiten [M69] und [F]. Wir wollen die f ur uns relevanten Ergebnisse hier
noch einmal zusammenstellen.
Denition 1.2.1. Ein SL2(Fq)-Tripel ist ein geordnetes Tripel (g0;g1;g1)
von Elementen g0;g1;g1 2 SL2(Fq), das die Bedingung g0g1g1 = 1 erf ullt.
Ein Spurtripel ist ein Tripel von Elementen aus Fq. (Tats achlich gibt es zu
jedem Tripel (0;1;1) 2 F3
q ein SL2(Fq)-Tripel, dessen Elemente die Spuren
0;1;1 besitzen. [M69], Theorem 1)
Ein Ordnungstripel ist ein Tripel bestehend aus drei nat urlichen Zahlen
(m0;m1;m1), die die Ordnungen von g0;g1;g1 aus dem SL2(Fq)-Tripel in
PSL2(Fq) angeben.
Denition 1.2.2. Ein SL2(Fq)-Tripel (g0;g1;g1) heit singul ar, wenn die
dem zugeh origen Spurtripel (0;1;1) zugeordnete quadratische Form
Q0;1;1(x;y;z) := x
2 + y
2 + z
2 + 0yz + 1xz + 1xy
singul ar ist. Damit ist in diesem Zusammenhang eine quadratische Form
gemeint, bei der die Matrix der zugeh origen Bilinearform Rang 1 hat, bzw.
eine Form, die sich zerlegen l asst als
Q0;1;1(x;y;z) = (x + vy + uz)(x + v
 1y + u
 1z);
mit u;v im algebraischen Abschluss von Fq.
Ein Ordnungstripel heit singul ar, wenn ein singul ares SL2(Fq)-Tripel mit
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F ur die singul aren Tripel gilt:
Satz 1.2.3 ([M69], Theorem 2). Ein SL2(Fq)-Tripel ist genau dann singul ar,
wenn es in PSL2(Fq) eine Untergruppe erzeugt, die konjugiert ist zu einer
Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen oder  uber Fq2 konjugiert ist zu einer
Untergruppe von

 0
0  1

,  eine (q + 1)te Einheitswurzel in Fq2.
Eine weitere Sorte von Untergruppen in PSL2(Fq) sind die endlichen Drei-
ecksgruppen, also Untergruppen die isomorph zu (m0;m1;m1) sind mit
1
m0
+
1
m1
+
1
m1
> 1:
M.a.W. Untergruppen isomorph zu:
(2;2;n) Diedergruppe des n-Ecks
(2;3;3)  = A4  = PSL2F3 Tetraedergruppe
(2;3;4)  = S4 Oktaedergruppe
(2;3;5)  = A5  = PSL2F4  = PSL2F5 Ikosaedergruppe
Es gilt
Satz 1.2.4 ([M69], 8.). Ein SL2(Fq)-Tripel, das eine endliche Dreiecksgruppe
erzeugt, besitzt ein Ordnungstripel aus der Liste
(2;2;n) n 2 N;(2;3;3);(3;3;3);(3;4;4);(2;3;4);(2;5;5)
(5;5;5);(3;3;5);(3;5;5);(2;3;5)
Ordnungstripel dieser Form nennen wir Ausnahmetripel.
In [Di], Abschnitt 260, werden alle Untergruppen von PSL2(Fq) klassi-
ziert. Die einzigen Untergruppen, die nicht zu singul aren und/oder Ausnah-
metripeln geh oren, sind Untergruppen konjugiert zu PSL2(k) oder PGL2(k)
mit k  Fq. Daraus folgt
Satz 1.2.5 ([M69], Theorem 4). Ein PSL2(Fq)-Tripel, das weder ein Ausnah-
metripel noch singul ar ist, erzeugt eine projektive Untergruppe von PSL2(Fq);
genauer:
Ist das Spurtripel (0;1;1) nicht singul ar und geh ort nicht zu einem
Ausnahmetripel, dann sind die von SL2(Fq)-Tripeln mit Spuren 0;1;1 er-
zeugten Untergruppen in PSL2(Fq) isomorph zu
PSL2(k) oder PGL2(k0);
wobei k der K orper Fp(0;1;1) und k0  k ein Unterk orper mit jk : k0j  2
ist.8 Kerne und Kurven
Denition 1.2.6. Wir wollen ein Ordnungstripel (m0;m1;m1) p-zul assig
nennen, wenn die mi teilerfremd zu oder gleich p sind und wenn (m0;m1;m1)
nicht singul ar und kein Ausnahmetripel ist.
Der K orper k = Fp(0;1;1) l asst sich noch etwas genauer bestimmen.
Es gilt
Satz 1.2.7 ([F], Korollar 2.4). Sei (g0;g1;g1) ein SL2(Fq)-Tripel mit p-
zul assigem Ordnungstripel (m0;m1;m1). Dann ist der zugeh orige Spurk orper
gleich
Fp(0;1;1) = Fpf
mit f = kgV(f0;f1;f1), wobei
fi =
8
<
:
1; falls mi = p
fi ist minimal mit pfi  1mod 2mi; falls mi 6= p 6= 2
fi ist minimal mit pfi  1mod mi; falls mi 6= p = 2
Bemerkung. W ahlt man f ur q = pf ein p-zul assiges SL2-Tripel so, dass f ur
die Spuren Fp(0;1;1) = Fq gilt, dann erzeugt das Tripel in PSL2 entweder
PSL2(Fq) oder PGL2(Fp
q).
Wir wollen jetzt noch zwischen Tupeln, die PSL2(Fq) bzw. PGL2(Fp
q)
erzeugen, unterscheiden. Es ist
PSL2(Fq) = SL2(Fq)=  E2  PGL2(Fq) = GL2(Fq)=F

q  E2:
K onnen wir aus q die Wurzel ziehen, dann nden wir auch PGL2(Fp
q) in
PSL2(Fq) wieder: Zu einem beliebigen g 2 GL2(Fp
q) mit detg =  6= 0
ist
p

 1
g der zugeh orige Repr asentant in PGL2 mit Determinante 1, d.h.
g l asst sich als Element einer PSL2 auassen, wenn man aus  die Wurzel
ziehen kann.
An der Determinante kann man auch ablesen, dass das Produkt von
g;h 2 PGL2(Fp
q) n PSL2(Fp
q) in PSL2(Fp
q) liegt, denn das Produkt zweier
Nichtquadrate ist wieder ein Quadrat.
Die Spur von g, aufgefasst als Element in PSL2(Fq), ist
p

 1
trg = p
 1tr 2g, liegt also in Fp
q, wenn g 2 PSL2(Fp
q), und ist die Wurzel ei-
nes Nichtquadrats in Fp
q oder 0, wenn g 2 PGL2(Fp
q) n PSL2(Fp
q).
Sei nun k = Fq der Spurk orper des p-zul assigen Tripels g0;g1;g1 2
PSL2(Fq) und k sei quadratische Erweiterung eines Unterk orpers k0  k.
Wenn g0;g1;g1 nicht PSL2(k) sondern PGL2(k0) erzeugen, dann m ussen al-
so genau zwei der Erzeugenden aus PGL2(k0) und das dritte Element aus
PSL2(k0) sein. Das motiviert die folgende1.3 Spurk orper 9
Denition 1.2.8. Ein Spurtripel (0;1;1) heit irregul ar, wenn der K orper
k = Fp(0;1;1) quadratische Erweiterung eines Unterk orpers k0 ist, und
wenn ein Element des Tripels in k0 liegt, wohingegen die anderen beiden
Elemente des Tripels Wurzeln in k von Nichtquadraten aus k0 oder 0 sind.
Ist g 2 PGL2(Fp
q) n PSL2(Fp
q), dann hat g gerade Ordnung, denn an-
dernfalls w are hgi eine zyklische Gruppe ungerader Ordnung, d.h. es g abe
ein g0 2 hgi mit g02 = g und detg = (detg0)2 w are ein Quadrat in Fp
q. Das
zeigt die eine Richtung von
Satz 1.2.9 ([F], Satz 3.2). Sei p 6= 2 und das Ordnungstripel (m0;m1;m1)
zu dem SL2-Tripel (g0;g1;g1) mit Spurtripel (0;1;1) sei p-zul assig. Au-
erdem sei k = Fp(0;1;1) = Fpf, f gerade und k0 der Unterk orper Fpf=2.
Die von (g0;g1;g1) erzeugte Untergruppe ist isomorph zu PGL2(k0) genau
dann, wenn o.B.d.A. m0;m1 gerade sind, 1 2 k0 ist und entweder
 m0 = 2 und 1 = 2 k0 oder
 m0;m1;m1 6= 2 und 0;1 = 2 k0
gilt.
Auerdem folgt:
Satz 1.2.10 ([M69], Theorem 5). Ein SL2(Fq)-Tripel, das nicht singul ar,
kein Ausnahmetripel und nicht irregul ar ist, erzeugt in PSL2(Fq) eine Gruppe
isomorph zu PSL2(k), wobei k der von den Spuren  uber Fp erzeugte K orper
ist.
1.3 Spurk orper
Wir interessieren uns f ur Abbildungen von einer (Fuchsschen) Dreiecksgruppe
 = (m0;m1;m1) nach PSL2(Fq) und wollen uns nun dem Spurk orper von
 zuwenden.
Denition 1.3.1. Sei    PSL2(R) eine nicht-elementare Untergruppe,
dann nennen wir
Q(tr ) = Q(tr
 j 
 2  )
den Spurk orper von  .
Bemerkung. Q(tr ) ist zwar invariant unter Konjugation in PSL2(R), im all-
gemeinen ist Q(tr ) jedoch keine Invariante der Kommensurabilit atsklasse10 Kerne und Kurven
in PSL2(R). M ochte man den Spurk orper als Invariante der Kommensurabi-
lit atsklasse von   denieren, so muss man zu
Q(tr 
(2)); mit  
(2) =




2 j 
 2  

 ubergehen (siehe [MR], Theorem 3.3.4).
Ist   endlich erzeugt, so l asst sich der Spurk orper aus den Spuren der
Erzeugenden bestimmen. Es gilt n amlich:
Lemma 1.3.2 ([MR], 3.5.1). Sei   = h
1;:::;
ni und 
 2  . Dann ist tr

enthalten in
Z[ftr(
i1 
ir)j r  1 und 1  i1 <  < ir  ng]
Korollar 1.3.3. F ur   = h
0;
1i ist der Spurk orper
Q(tr ) = Q(tr
0;tr
1;tr
0
1):
F ur den Spurk orper einer Dreiecksgruppe  = (m0;m1;m1) gilt somit
Q(tr) = Q(cos 
m0;cos 
m1;cos 
m1):
Der invariante Spurk orper l asst sich auch aus den Spuren der Erzeugenden
bestimmen (siehe [MR], 3.5.7) und f ur  gilt:
Q(tr(2)) = Q(cos 2
m0;cos 2
m1;cos 2
m1;cos 
m0 cos 
m1 cos 
m1):
Wir wollen nun noch das Zerf allungsverhalten von Primidealen in diesen
Zahlk orpern genauer untersuchen.
1.3.1 Kreisteilungsk orper
Dazu bezeichne  im folgenden immer eine primitive Einheitswurzel. Das
Zerf allungsverhalten von Primzahlen in Q() wird ausf uhrlich behandelt in
[Wa] oder [N]. Die f ur uns wichtigsten Fakten sind.
Satz 1.3.4 ([N], (10.2)). Der Ring der ganzen Zahlen in Q() ist Z[].
Lemma 1.3.5 ([N], (10.1)). Sei n = pm, p prim und  = 1   . Dann ist
das Hauptideal () in Z[] ein Primideal vom Tr agheitsgrad 1, und es gilt
pZ[] = ()
d; wobei d = '(p
m) = jQ() : Qj:
Die Basis 1;;:::;d 1 der Erweiterung hat die Diskriminante
d(1;;:::;
d 1) = p
s; mit s = p
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Satz 1.3.6 ([N], (10.3)). Sei n =
Q
p pp die Primzerlegung von n und f ur
jedes p sei fp die kleinste nat urliche Zahl, so dass
p
fp  1 mod n=p
p:
Dann zerlegt sich p in Q() als
p = (p1 pr)
'(pp);
wobei die pi verschiedene Primideale von gleichem Tr agheitsgrad fp sind.
Der Beweis dieses Satzes liefert auerdem, dass die n-ten Einheitswurzeln
mod p verschieden sind, sofern p j p und p - n.
Schlielich hat man noch die folgenden Spezialf alle:
Satz 1.3.7 ([N], (10.4)). F ur eine Primzahl im n-ten Kreisteilungsk orper
gilt:
 p ist verzweigt , p j n; ausgenommen p = 2 = (4;n).
 p ist vollzerlegt , p  1 mod n. (Die 2 ist somit nie vollzerlegt im
n-ten Kreisteilungsk orper.)
F ur den reellen Teil eines Kreisteilungsk orpers ist die Situation  ahnlich:
Satz 1.3.8 ([Wa], Prop. 2.16). Der Ring der ganzen Zahlen in Q( +  1)
ist Z[ +  1].
Satz 1.3.9 ([Wa], Prop. 2.15). Sei n 6 2 mod 4. Dann gelten:
 Ist n = pm, dann ist Q()=Q( +  1) verzweigt in der einzigen Prim-
stelle von Q()  uber p und unverzweigt  uber allen anderen Primstellen.
 Ist n keine Primpotenz, dann ist Q()=Q(+ 1) unverzweigt, d.h. alle
Primstellen von Q( +  1) sind unverzweigt.
Satz 1.3.7 nimmt bei Q() \ R die folgende Gestalt an:
Satz 1.3.10. F ur eine Primzahl p in Q( +  1) gilt:
 p ist verzweigt , p j n; ausgenommen p = 2 = (4;n).
 p ist vollzerlegt , p  1 mod n.12 Kerne und Kurven
Beweis.  Ist p verzweigt in Q( +  1), dann auch in Q() und es folgt
p j n mit Satz 1.3.7.
Gilt andererseits p j n so betrachten wir zwei F alle: Ist n eine Primzahl-
potenz, also n = pm, so ndet eine Verzweigung nur  uber p statt und
zwar nach Satz 1.3.5 mit Verzweigungsindex '(n) = jQ() : Qj. Der
Verzweigungsindex in Q( +  1)=Q ist damit '(n)=2 > 1. Ist n keine
Primzahlpotenz, dann ist p in Q()=Q verzweigt, aber nach Satz 1.3.9
ndet keine Verzweigung in Q()=Q(+ 1) statt, d.h. die Verzweigung
muss schon in Q( +  1)=Q stattgefunden haben.
 p ist vollzerlegt, wenn entweder
p vollzerlegt in Q() , p  1 mod n
oder
p vollzerlegt in Q( +  1)und der
Tr agheitsgrad von Q()=Q( +  1) ist 2
()
, p   1 mod n
gilt. Zu zeigen bleibt ().
Sei zun achst der Tr agheitsgrad von Q()=Q(+ 1) gleich 2. Der Rest-
klassenk orper von Q( +  1) ist Fp, d.h. p +  p   +  1 modulo
p. Die Zerlegung von a 2 F
p als a =  +  1 ist eindeutig bis auf
Reihenfolge, da ; 1 die Nullstellen des Polynoms X2  aX +1 sind.
Es folgt  = p oder  =  p modulo p. Da der Restklassenk orper von
Q() isomorph zu Fp2 ist, ist  6 p und es bleibt nur    p bzw.
 1  p, also p   1 mod n.
Ist andererseits p   1 mod n, so ist p2  1 mod n und 2 ist minimal
bzgl. dieser Eigenschaft, d.h. nach Satz 1.3.6 ist der Tr agheitsgrad von
Q()=Q gleich 2. Des weiteren folgt aus p   1 (n), dass modulo p gilt:
(+ 1)p = p+ p =  1+, d.h. + 1 2 Fp und der Tr agheitsgrad
von Q( +  1)=Q ist folglich 1.
Korollar 1.3.11. Sei ni := ni +  1
ni , dann gilt:
p ist vollzerlegt in Q(n1;:::;nk) , p  1 mod ni f ur 1  i  k:
Beweis. ")\ folgt aus obigem Satz, da p insbesondere vollzerlegt in jedem
Zwischenk orper Q(ni) ist.
"(\: Da p - ni, ist p unverzweigt in Q(n1nk), also erst recht im Zwi-
schenk orper Q(n1;:::;nk). Wie im Beweis oben folgt (ni)p  ni, d.h.
ni 2 Fp und der Tr agheitsgrad ist somit gleich 1.1.3 Spurk orper 13
Allgemeiner gilt
Satz 1.3.12. p sei kein Teiler von n. Der Tr agheitsgrad von p in Q(n+ 1
n )
ist das minimale f mit
p
f  1 mod n
Beweis. Der Restklassenk orper ist Z[n +  1
n ]=p  = Fp(n +  1
n ) und der
Tr agheitsgrad ist f = jFp(n +  1
n )=Fpj, d.h. f ist minimal mit xpf = x f ur
alle x 2 Fp(n+ 1
n ). M.a.W. f ist minimal mit (n+ 1
n )pf = n+ 1
n mod p
bzw. mit pf
n = n oder pf
n =  1
n .
1.3.2 Spurk orper einer Dreiecksgruppe
Wir wollen nun die Ergebnisse auf den Spurk orper
E := Q(cos 
m0;cos 
m1;cos 
m1)
einer Dreiecksgruppe mit Signatur (m0;m1;m1) anwenden. Dabei erweist es
sich als n utzlich, zun achst den K orper
F := Q(cos 2
m0;cos 2
m1;cos 2
m1)
zu betrachten. Zun achst einmal gilt f ur Galois-Erweiterungen L;L0  K
jLL
0=Kj =
jL=Kj  jL0=Kj
jL \ L0=Kj
:
Auerdem ist '(m)'(n) = '((m;n))'([m;n]) und es gelten
Q(m) \ Q(n) = Q((m;n)) und Q(m) \ Q(n) = Q((m;n))
und
Q(m;n) = Q([m;n]):
Daraus l asst sich mit einer Fallunterscheidung der Grad der Erweiterung
berechnen:
Lemma 1.3.13 ([F], 4.1). Seien m0;m1;m1 nat urliche Zahlen > 2. Dann
ist
n = jF=Qj =
'([m0;m1;m1])
l
mit
l =
8
<
:
8; wenn alle (mi;mj)  2, i 6= j,
4; wenn genau ein Paar (i;j), i 6= j existiert, mit (mi;mj) > 2,
2; sonst:14 Kerne und Kurven
Ist m0 = 2 und m1;m1 > 2, dann hat man
n = jF=Qj =
'([m1;m1])
l
mit
l =

4; wenn (m1;m1)  2;
2; wenn (m1;m1) > 2:
Den Grad f ur E=Q erh alt man, indem man mi durch 2mi ersetzt.
Sei RE bzw. RF der Ring der ganzen Zahlen in E bzw. F. Dann gilt
Satz 1.3.14. Sei p ein Primideal in RE bzw. RF  uber p und Fq sei der K orper
aus 1.2.7. F ur p 6= 2 ist Fq  = RE=p, f ur p = 2 ist Fq  = RF=p.
Beweis. F ur (m0m1m1;p) = 1 folgt das mit 1.3.12. Ist mi = p, dann ist p
vollverzweigt in Q(2mi + 
 1
2mi), d.h. p hat hier Tr agheitsgrad 1.
1.4 Kerne z ahlen
Wir wollen nun abz ahlen, wie viele Epimorphismen von (m0;m1;m1) nach
PSL2(Fq) mit unterschiedlichen Kernen f ur ein regul ares p-zul assiges Ord-
nungstripel existieren. Wir folgen hier weitestgehend der Darstellung in [F].
Denition 1.4.1. Seien g0;g1 2 PSL2(Fp), wobei Fp der algebraische Ab-
schluss von Fp sei. Dann nennen wir (g0;g1) eine (m0;m1;m1)-Pr asentation
von PSL2(Fq), wenn hg0;g1i  = PSL2(Fq) und m0;m1;m1 die Ordnungen von
g0;g1;g0g1 sind.
Zwei solche (m0;m1;m1)-Pr asentationen heien wesentlich verschieden,
wenn es keinen Automorphismus von PSL2(Fq) gibt, der die Erzeugenden
aufeinander abbildet und simultan konjugiert, falls doch.
Bemerkung. Sei A := AutPSL2(Fq). Dann gilt [Su] (8.8)
PGL2(Fq) C A und A=PGL2(Fq)  = Gal(Fq=Fp):
Dabei l asst sich jedes Element von A als Hintereinanderausf uhrung einer
Konjugation in PGL2(Fq) und der Anwendung eines Galoisautomorphismus
von Fq auf die Eintr age der Matrix schreiben.
Die wesentlich verschiedenen (m0;m1;m1)-Pr asentationen entsprechen
den torsionsfreien Normalteilern N in einer Dreiecksgruppe (m0;m1;m1)
mit PSL2(Fq) als Quotienten, denn es gilt1.4 Kerne z ahlen 15
Lemma 1.4.2 ([F], 3.1). Seien ';  : (m0;m1;m1) ! PSL2(Fq) Epi-
morphismen, die die Ordnungen auf den 
i erhalten, d.h. ('(
0);'(
1)) und
( (
0); (
1)) sind (m0;m1;m1)-Pr asentationen. Dann ist ker' = ker  ge-
nau dann, wenn '(
0) 7!  (
0), '(
1) 7!  (
1) einen Automorphismus von
PSL2(Fq) induziert.
Wir wollen nun  uber die (m0;m1;m1)-Pr asentationen die verschiedenen
torsionsfreien Normalteiler in (m0;m1;m1) mit Faktorgruppe PSL2(Fq)
z ahlen. Dabei hilft einem das folgende
Lemma 1.4.3 ([F], 3.4). (~ g0; ~ g1; ~ g1) und (~ h0;~ h1;~ h1) seien nichtsingul are
SL2(Fq)-Tripel, gi;hi bezeichne die zu ~ gi;~ hi geh origen Elemente in PSL2(Fq)
und (g0;g1) und (h0;h1) seien (m0;m1;m1)-Pr asentationen von PSL2(Fq).
Dann gibt es ein x 2 PSL2Fp mit
xg0x
 1 = h0 und xg1x
 1 = h1
genau dann, wenn die Spurtripel identisch sind oder sich genau zwei Spuren
um den Faktor  1 unterscheiden.
Bemerkung. Eine Konjugation mit einem Element x 2 PSL2(Fp) wie im
Lemma beschrieben induziert einen Automorphismus von PSL2(Fq). Da es
sich dabei um einen Automorphismus handelt, der die Spuren erh alt, muss
es sogar eine Konjugation in PGL2(Fq)  PSL2(Fq2) gewesen sein.
In Fq tree man eine Auswahl Fpos
q von Repr asentanten f ur a, a 2 Fq,
so dass f ur alle a 2 Fq genau ein Element a0 2 Fpos
q existiert, das a0 = a oder
a0 =  a erf ullt. F ur ein beliebiges a 2 Fq bezeichne apos den Repr asentanten
aus Fpos
q . Einer (m0;m1;m1)-Pr asentation (g0;g1) mit Spurtripel (0;1;1)
k onnen wir nun den Wert


pos
0 ;
pos
1 ;
pos
1 ;

pos
0
0

pos
1
1
pos
1
1

2 (F
pos
q )
3  F3
zuordnen, wobei wir hier f ur i = 0 den Wert

pos
i
i durch 0 ersetzen.
Ist mi = 2 f ur ein i, dann ist der 4. Eintrag gleich 0 f ur alle (m0;m1;m1)-
Pr asentationen und es gen ugt das Spurtripel in (Fpos
q )3 zu betrachten. Ist
hingegen mi 6= 2 f ur alle i, dann nimmt der 4. Eintrag f ur unterschiedliche
(m0;m1;m1)-Pr asentationen Werte aus 1 an.
Wir f uhren eine  Aquivalenzrelation auf (Fpos
q )3  F3 ein, und zwar
(0;1;1;")  (^ 0; ^ 1; ^ 1; ^ ")
:, 9 2 Gal(Fq=Fp) mit (i)
pos = ^ i und
(0)pos(1)pos(1)pos
(011)
= ^ ":16 Kerne und Kurven
Da sich jeder Automorphismus von PSL2(Fq) als Komposition einer Kon-
jugation mit einem Element aus Gal(Fq=Fp) beschreiben l asst, folgt
Korollar 1.4.4. Zwei (m0;m1;m1)-Pr asentationen von PSL2(Fq) sind ge-
nau dann simultan konjugiert, wenn ihre Tupel in (Fpos
q )3  F3  aquivalent
sind.
Wir wollen nun untersuchen, was f ur Tupel zu gegebenem Ordnungstri-
pel (m0;m1;m1)  uberhaupt auftreten k onnen: Ist mi = 2, dann ist die Spur
0 und das liefert genau einen Wert in Fpos
q . Bei einem parabolischen Ele-
ment ist die Spur 2, was ebenfalls einen Wert in Fpos
q ergibt. Die Spur eines
nicht-parabolischen Elements der Ordnung mi ist (i + 
 1
i ), wobei i eine
primitive 2m-te oder, bei ungerader Ordnung m oglicherweise, m-te Einheits-
wurzel ist. Daraus ergeben sich
'(mi)
2 viele verschiedene Werte in Fpos
q . Setzt
man 'p := ' f ur Ordnungen nicht-parabolischer Elemente und 'p(p) = 2,
so erh alt man unter Ber ucksichtigung des Vorzeichens in der 4. Koordinate
insgesamt
'p(m0)'p(m1)'p(m1)
4
viele verschiedene Tupel zum Ordnungstripel (m0;m1;m1).
Wir m ussen nun noch die  aquivalenten Tupel miteinander identizieren.
Dazu betrachten wir zun achst die Frage, wann ein  2 Gal(Fq=Fp) das Tu-
pel (0;1;1;") in sich abbildet: Das ist genau dann der Fall, wenn  die
Bedingung
(VZ) 
pos
i = (i)
pos bzw: 
2
i = (
2
i )
und 011 = (011); falls 011 6= 0
erf ullt. Die erste Bedingung sagt nichts anderes, als dass (i) = i, und
die zweite Bedingung, dass die Anzahl der Vorzeichenwechsel gerade ist. Ins-
besondere ist  eine Involution.
Ein Element gerader Ordnung in Gal(Fq=Fp) existiert nur, wenn f gerade
ist. Dann ist das Element mit Ordnung 2 von der Form
(x) = x
pf=2
:
und Fpf=2 ist der Fixk orper von .
Sei i = i + 
 1
i . Setzt man  auf Fp(0;1;1) fort, dann muss (i) =

1
i gelten, und ein Vorzeichenwechsel kann nur stattnden, wenn mi gerade
ist. Sei i eine andere primitive Einheitswurzel gleicher Ordnung. Dann gibt
es ein k mit (k;mi) = 1 und i = k
i . Folglich ist
(i) = (i)
k = (
1
i )
k = (1)
k
1
i =


1
i ; wenn (i) = 
1
i
 
1
i ; wenn (i) =  
1
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und somit (i +
 1
i ) = (i +
 1
i ) und ein Vorzeichenwechsel ndet genau
dann statt, wenn  das Vorzeichen bei i wechselt, m.a.W. die Bedingung
(VZ) ist f ur alle in Frage kommenden Spuren simultan erf ullt oder f ur keine.
Fazit: Ist (VZ) nicht erf ullt, so operiert Gal(Fq=Fp) xpunktfrei auf den
in Frage kommenden Spur-Tupeln und wir erhalten
'p(m0)'p(m1)'p(m1)
4f
 Aquivalenzklassen.
Ist (VZ) erf ullt, dann xiert genau obiges  alle auftretenden Spur-Tupel
und Gal(Fq=Fp)=hi operiert xpunktfrei, d.h. wir erhalten
'p(m0)'p(m1)'p(m1)
2f
 Aquivalenzklassen. Wir haben somit gezeigt
Satz 1.4.5 ([F], 3.5'). Ist (m0;m1;m1) ein regul ares p-zul assiges Ordnungs-
tripel, dann gibt es
'p(m0)'p(m1)'p(m1)
4f
wesentlich verschiedene (m0;m1;m1)-Pr asentationen von PSL2(Fq), wobei
f
 =

f; falls (VZ) nicht erf ullt ist;
f
2; falls (VZ) erf ullt ist:
Ist p = 2, dann spielt das Vorzeichen und somit auch die Bedingung (VZ)
keine Rolle mehr. Wir erhalten also
Satz 1.4.6. Es sei (m0;m1;m1) ein 2-zul assiges regul ares Ordnungstripel.
Dann gibt es
'2(m0)'2(m1)'2(m1)
8f
wesentlich verschiedene (m0;m1;m1)-Pr asentationen von PSL2(Fq).
Bemerkung. Ist (m0;m1;m1) singul ar, dann wird nicht bei allen Spurtripeln
ganz PSL2(Fq) erzeugt, d.h. man bekommt hier nur eine obere Schranke.
F ur irregul are Ordnungstripel erh alt man
'p(m0)'p(m1)'p(m1)
2f
wesentlich verschiedene (m0;m1;m1)-Pr asentationen von PGL2(Fq) (siehe
[F] 3.5').18 Kerne und Kurven
1.5 Verschiedene Kerne und die zugeh origen
Kurven
Im folgenden bezeichne U die obere Halbebene der komplexen Zahlen bzw. die
hyperbolische Ebene. Aus den verschiedenen torsionsfreien Kernen KC, die
man  uber die Projektionen auf PSL2(Fq) gewinnt, erh alt man quasiplatoni-
sche Riemannsche Fl achen KnU. Diese Fl achen m ussen im allgemeinen nicht
verschieden sein. Gegeben zwei torsionsfreie Normalteiler in einer Fuchsschen
Gruppe K1;K2C , so sind die Riemannschen Fl achen KinU genau dann iso-
morph, wenn es ein  2 PSL2(R) gibt, mit K1 = K2 1 (siehe z.B. [JS]
5.9.3).
Handelt es sich bei   jedoch um eine maximale Fuchssche Gruppe, dann
gilt f ur den Normalisator in PSL2(R): N( ) =  . F ur Normalteiler Ki in   gilt
   N(Ki) und wegen der Maximalit at folgt sogar   = N(Ki). Angenommen
die Ki sind  uber  konjugiert in PSL2(R), dann gilt N(K1) = N(K2) 1,
m.a.W.  2 N( ) =  , folglich K1 = K2.
Satz 1.5.1 (vgl. [F] 6.1). Sei (m0;m1;m1) p-zul assig, regul ar und die Drei-
ecksgruppe  = (m0;m1;m1) sei maximal. Ki seien die verschiedenen tor-
sionsfreien Kerne mit Quotienten PSL2(Fq). Dann sind die Riemannschen
Fl achen KinU alle paarweise nicht-isomorph und es besteht somit eine 1{
1-Zuordnung zwischen diesen Riemannschen Fl achen und den Spur-Tupeln
(0;1;1;).
Wir k onnen obigen Satz noch auf eine gewisse Klasse nicht-maximaler
Dreiecksgruppen erweitern. Dabei helfen einem die Resultate aus [GW]. Eine
wichtige Rolle bei den Untersuchungen in dieser Arbeit spielte der Konjuga-
tor einer Untergruppe in einer gr oeren Gruppe.
Denition 1.5.2. Seien K    Fuchssche Gruppen. Dann bezeichne
C( ;K) :=

 2 PSL2(R)j K
 1   
	
=

 2 PSL2(R)j K  
 1 
	
den Konjugator von K in  .
Gegeben K   , so l asst Konjugation mit N(K) die Untergruppe K fest
und anschlieende Konjugation mit N( ) bewegt K nur innerhalb  s, d.h.
wir haben eine Inklusion
N( )  N(K)  C( ;K):
In der Regel ist C( ;K) keine Gruppe, aber sind  ;K beides Dreiecksgrup-
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Satz 1.5.3 ([GW], Theorem 7). Seien   ~  zwei Fuchssche Dreiecksgrup-
pen. Dann ist
C(~ ;) = N(~ )N():
Sei nun  eine Dreiecksgruppe mit torsionsfreiem Normalteiler K und  2
PSL2R so, dass auch K 1 C , was gleichbedeutend ist mit K C  1.
Setzt man ~  = N(K), dann gilt ; 1  ~ , also   ~  1, m.a.W.

 1 2 C(~ ;):
Ist  maximal, so ist ~  = N(K) = N() = , also C(~ ;) = , und man
erh alt das Resultat aus Satz 1.5.1.
Die Enthaltensrelationen f ur Dreiecksgruppen wurden in [Si] bestimmt
und sind allesamt Zusammensetzungen aus den Relationen in folgender Liste:
(i) (n;n;n) C3 (3;3;n)
(ii) (n;n;m) C2 (2;n;2m)
(iii) (2;n;2n) 3 (2;3;2n)
(iv) (3;n;3n) 4 (2;3;3n)
(v) (2;7;7) 9 (2;3;7)
(vi) (3;8;8) 10 (2;3;8)
(vii) (4;4;5) 6 (2;4;5)
(viii) (3;3;7) 8 (2;3;7)
Dabei geben die Indizes den Index der Untergruppe in der gr oeren Gruppe
an. Ist  nicht-maximal, handelt es sich also um eine Dreiecksgruppe vom
Typ derer, die in obiger Liste auf der linken Seite stehen. Wir betrachten
zun achst die F alle (iii) und (iv), also K C (2;n;2n) oder (3;n;3n): An-
genommen K ist auch Normalteiler in (2;3;2n) bzw. (2;3;3n), dann ist
~  = N(K) = (2;3;2n) bzw. (2;3;3n), d.h.
C(~ ;) = N(~ )N() = ~  = ~ :
Folglich kann es keine zu K konjugierten Kerne in  geben.
Ist andererseits K kein Normalteiler in (2;3;2n) bzw. (2;3;3n), dann
ist ~  = N(K) =  und wir haben C(~ ;) =  und ebenfalls keine zu K
konjugierten Kerne in . Somit gilt:
Lemma 1.5.4. Sei  eine Dreiecksgruppe vom Typ (2;n;2n) oder vom Typ
(3;n;3n), n 6= 2;3, und K1;K2 verschiedene torsionsfreie Normalteiler in .
Dann sind K1nU und K2nU nicht-isomorphe Riemannsche Fl achen.20 Kerne und Kurven
Ist der Quotient =K eine einfache Gruppe, dann muss sogar N(K) = 
gelten: Dazu betrachten wir zun achst  = (2;n;2n)  (2;3;2n). Aus
Theorem 6 [GW] entnehmen wir, dass es drei verschiedene konjugierte Unter-
gruppen 1 = , 2, 3 vom Typ (2;n;2n) in (2;3;2n) gibt, deren Schnitt
1\2\3 = (n;n;n)C(2;n;2n) ist. Konjugation in (2;3;2n) permu-
tiert die i, d.h. angenommen KC(2;3;2n), dann ist K auch Normalteiler
in (n;n;n) und wir erhalten den Widerspruch
(n;n;n)=K C =K:
Die Situation mit  = (3;n;3n)  (2;3;3n) ist  ahnlich. Hier hat man
vier verschiedene konjugierte Untergruppen 1 = , 2, 3, 4 vom Typ
(3;n;3n) in (2;3;3n) und Konjugation in der groen Gruppe permutiert die
i, d.h.
T
i ist ein Normalteiler in (2;3;3n), also auch in . Nimmt man
an, dass KC(2;3;3n) ist, folgt wie oben, dass KC
T
i und die Einfachheit
von =K impliziert K = 1 \ 2 \ 3 \ 4. Die Konjugationsoperation
von (2;3;3n) auf den i liefert einen Homomorphismus (2;3;3n) ! S4,
dessen Kern gerade
T
i ist. Da (2;3;3n) Elemente von Ordnung 3n  9
enth alt, ist der Kern aber nicht torsionsfrei, also 6= K. Wir fassen zusammen
Lemma 1.5.5. Ist  vom Typ (2;n;2n) oder (3;n;3n), n 6= 2;3, K C 
torsionsfrei und =K einfach, dann ist =K somit bereits die volle Auto-
morphismengruppe der Fl ache KnU.
Alle anderen Dreiecksgruppen auf der linken Seite unserer Liste sind
von der Form (n;n;n) oder (n;n;m). Hier kann man nicht mehr sicherstel-
len, dass unterschiedliche Kerne zu unterschiedlichen Riemannschen Fl achen
f uhren. Man betrachte z.B. den Fall  = (n;n;n) mit Kern K und Quo-
tient =K  = G = PSL2(Fp): Ist K C ~  = N(K) = (2;3;2n), dann ist
C(~ ;) = (2;3;2n) und somit gibt es keine anderen zu K konjugierten
Kerne. Die Elemente von ~  induzieren durch Konjugation Elemente in der
Automorphismengruppe von =K. Betrachtet man die Fundamentalberei-
che, sieht man, dass es ein  2 ~  gibt, das 
0;
1;
1 2  zyklisch permutiert.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . .. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0

1

1
D.h. es gibt ein Element d 2 Aut(G) = PGL2(Fp), das g0;g1;g1 zyklisch
permutiert; die gi haben also alle die gleiche Spur.1.6 Multiplikatoren 21
Betrachtet man einen Kern K C , bei dem die 
i auf Elemente unter-
schiedlicher Spur in =K abgebildet werden, dann ist folglich K 6 ~ . In die-
sem Fall ist N(K) =  oder (3;3;n) und C(N(K);) = ~  = (2;3;2n).
Der Konjugator l asst K somit nicht fest, sondern konjugiert  uber verschie-
dene K0 6= K. Andererseits ist  C ~ , d.h. auch K0 ist ein Normalteiler in
. Es gibt somit verschiedene zueinander konjugierte Kerne in .
F ur  = (n;n;m), n 6= m, kann man  ahnlich argumentieren mit ~  =
(2;n;2m). Hier ist die Inklusion der Fundamentalbereiche wie folgt:
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K C ~  impliziert dann trg1 = trg1. F ur Tupel mit paarweise verschie-
denen Spuren muss also K 6 ~  gelten und wir erhalten wieder zueinander
konjugierte Kerne.
1.6 Multiplikatoren
Um die Galois-Operation auf einer Familie kompakter Riemannscher Fl achen
Xi zu verstehen, haben sich spezielle Multiplikatoren der Automorphismen-
gruppe der Xi als n utzliches Hilfsmittel erwiesen (siehe z.B. [St00], [StWo]):
Kann man die Xi anhand ihrer Multiplikatoren innerhalb ihrer Familie be-
schreiben, so l asst sich die Galois-Operation auf den Xi an dem Verhalten
der Multiplikatoren unter der Galois-Gruppe nachvollziehen.
Denition 1.6.1. Sei X eine Riemannsche Fl ache,  2 Aut(X) mit Fix-
punkt x 2 X und h sei eine Karte um x mit h(x) = c 2 C. Dann nennen
wir
m = m;x := (hh
 1)
0(c) 6= 0
den Multiplikator von  im Punkt x.
Lemma 1.6.2. Mit obigen Bezeichnungen gilt:
(i) m;x ist unhabh angig von der Wahl der Karte.
(ii) Der Multiplikator ist invariant unter Konjugation, d.h. f ur ' 2 Aut(X)
gilt
m'' 1;'(x) = m;x:22 Kerne und Kurven
Beweis. Ein Kartenwechsel, der c in den Nullpunkt verschiebt,  andert nichts
an der Ableitung, d.h. wir k onnen o.B.d.A. Karten mit x 7! 0 betrachten.
Seien h;k also zwei beliebige Karten um x mit h(x) = 0 = k(x). Dann gilt
(kk
 1)
0(0) = ((kh
 1)(hh
 1)(hk
 1))
0(0) = (hh
 1)
0(0):
Das zeigt (i). (ii) folgt ebenfalls durch Anwendung der Kettenregel.
Sind ; aus der Fixgruppe Aut(X)x von x in Aut(X) und h eine Karte
mit h(x) = 0, dann ist
(hh
 1)
0(0) = ((hh
 1)(hh
 1))
0(0) = mm;
d.h. m = mm, m.a.W. Fixx(Aut(X)) ! C,  7! m ist ein Homomor-
phismus. Ist ord = m < 1, dann ist der Multiplikator von  somit eine
m-te Einheitswurzel.
Wir wollen nun die Fixpunkte eines Automorphismus einer quasiplatoni-
schen Riemannschen Fl ache genauer betrachten: Sei also  = (m0;m1;m1)
eine Dreiecksgruppe,  C ein torsionsfreier Normalteiler von endlichem In-
dex und X =  nU die Riemannsche Fl ache. G := =  ist dann in der
Automorphismengruppe von X enthalten. Da der Normalisator von   eine
Dreiecksgruppe ist, ist auch die volle Automorphismengruppe von X vom
Typ Dreiecksgruppe= .
Sei z 2 U und x :=  z 2 X. Ist  2 Stab(z), dann ist  z =  z =  z,
d.h.   2 StabG(x). Ist andererseits 1 6=   2 StabG(x), also  z =     z =
 z, dann gibt es genau ein 
 2   mit 
z = z, m.a.W.  1
 2 Stab(z).
Somit ist gezeigt:
Lemma 1.6.3. Unter der Projektion   G = =  werden die Stabilisa-
toren von z 2 U in  isomorph auf die Stabilisatoren von x =  z 2 X in G
abgebildet.
Sind zi die Fixpunkte von 
i, dann sind die Punkte mit nicht-trivialem
Stabilisator in U
z0 [ z1 [ z1
und Stab(zi) = Stab(zi) 1. Folglich liegen die Punkte in X mit nicht-
trivialem Stabilisator in der Menge
Gx0 [ Gx1 [ Gx1
mit xi :=  zi und
StabG(gxi) = gStabG(xi)g
 1 = g hgiig
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mit gi := 
i .
Wir bestimmen nun die Anzahl der Fixpunkte f ur ein g 2 G: Hat g einen
Fixpunkt in hxi, mit h 2 G, so ist das gleichbedeutend mit
hgi  StabG(hxi) bzw: hgi  hhgiih
 1:
Ist d = ordg, dann ist d ein Teiler von mi und hgi ist konjugiert zu der
Untergruppe mit Ordnung d von hgii. Setze
"i(g) :=

1; hgiist konjugiert zu der UG mit Ordnung d in hgii;
0; sonst:
Angenommen "i(g) = 1. Die Anzahl der Fixpunkte konjugierter Elemente ist
gleich, wir k onnen also o.B.d.A. g = g
mi=d
i annehmen. Dann gilt:
g xiert hxi , hgi
mi=d i = hhgi
mi=d ih 1
, h 2 NG(hgi):
Da auerdem Stab
NG(hg
mi=d
i i)(xi) = hgii, haben wir
jNG(hgi)  xij =
 NG(hgi) : StabNG(hgi)(xi)
  =
jNG(hgi)j
mi
verschiedene Fixpunkte von g in der G-Bahn von xi; insgesamt hat g demnach
jNG(hgi)j
X
i
"i(g)=mi
viele Fixpunkte.
Auf die gleiche Weise l asst sich die Anzahl der Fixpunkte einer Automor-
phismengruppe einer Riemannschen Fl ache berechnen, wenn wir statt einer
Dreiecksgruppe  eine Fuchssche Gruppe mit Signatur (g;m1;:::;mr; )
vorliegen haben. Die Formel bleibt die gleiche, nur dass der Index i dann  uber
die Werte 1;:::;r l auft und wurde bewiesen in [M73]. Der Beweis wurde hier
noch einmal wiedergegeben, da wir aus ihm im Fall G = =   = PSL2(Fq)
weitere Informationen  uber die Multiplikatoren erhalten:
Ist ordg = d und d j mi, dann ist aufgrund der Eigenschaften von
PSL2(Fq) bzgl. Konjugation (je zwei nicht-parabolische Elemente gleicher
Spur sind konjugiert und jedes parabolische Element ist konjugiert zu ei-
ner oberen Dreiecksmatrix) hgi konjugiert zu der Untergruppe von hgii mit
Ordnung d, d.h. g hat Fixpunkte in Gxi.
Ist g nicht-parabolisch und hxi, h 2 G, ein Fixpunkt von g, dann ist g
zu genau zwei Elementen in hgii konjugiert, n amlich (g
mi=d
i )k, wobei k so24 Kerne und Kurven
gew ahlt ist, dass die Spur mit der von g  ubereinstimmt. Ist g = h(g
mi=d
i )kh 1,
so gilt
mg;hxi = m
(g
mi=d
i )k;xi:
F ur den Multiplikator von gi in xi gilt
mgi;xi = mi := exp(2i=mi):
In allen Fixpunkten von g, die in der G-Bahn von xi liegen, kommen als Mul-
tiplikatoren somit nur die Werte 
kmi=d
mi in Frage. Da g und g 1 zueinander
konjugiert sind, treten 
kmi=d
mi auerdem gleich h aug als Multiplikatoren
auf.
Wir fassen zusammen:
Lemma 1.6.4. Sei   ein torsionsfreier Normalteiler in der Dreiecksgruppe
 = (m0;m1;m1) und G = =   = PSL2(Fq) die Automorphismengruppe
der Riemannschen Fl ache X =  nU. Dann gelten f ur g 2 G mit ordg = d:
(i) "i(g) = 1 , d j mi. g hat dann
jNG(hgi)j
mi viele Fixpunkte in Gxi.
(ii) Ist g nicht-parabolisch und "i(g) = 1, dann hat g insgesamt
jNG(hgi)j
2mi
viele Fixpunkte in Gxi mit Multiplikator 
kmi=d
mi und ebenso viele mit
Multiplikator 
 kmi=d
mi , wobei k nur von der Spur von g abh angt.
Bemerkung. F ur  = (2;3;7) bzw. (2;3;n), n > 6, erh alt man zusammen
mit Korollar 1.1.8 die Aussage von Lemma 1 bzw. Lemma 1' aus [St00], ohne
dabei die Eichlersche Spurformel zu benutzen.
Damit ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen Spurtripeln und
Multiplikatoren: Wir identizieren G = PSL2(Fq) mit = , wobei 
i auf gi
abgebildet wird. F ur ein nicht-parabolisches gi sei trgi = (i + 
 1
i ) mit
einer 2mi-ten primitiven Einheitswurzel i 2 Fq2. Die Multiplikatoren von gi
in Fixpunkten in G zi sind i und 
 1
i f ur i = exp(2i=mi). Wir betrachten
nun eine andere Abbildung von  auf G, indem wir die 
i auf ein anderes G-
Tripel g0
i abbilden und erhalten somit einen anderen Kern = 0  = G. Dann
ist trg0
i = (r
i + 
 r
i ) f ur ein r mit (2mi;r) = 1 und die Multiplikatoren
der g0
i in G   0zi sind i und 
 1
i . gi und g0s
i mit rs  1 mod 2mi haben
die gleiche Spur, sind also konjugiert, d.h. gi hat die Multiplikatoren s
i , 
 s
i
in G   0zi. In 1.4.4 haben wir die verschiedenen   mit =   = G  uber die
Spurtripel der verschiedenen Bilder der 
i beschrieben. Spielt das Vorzeichen
der Spuren keine Rolle, so k onnen wir die Kerne also genauso gut  uber die
Multiplikatoren eines fest gew ahlten Tripels (g0;g1;g1) in G beschreiben.1.7 Galois-Operation 25
1.7 Galois-Operation
Wir betrachten nun den Eekt der Galois-Operation auf den Multiplikatoren
wie in [St95] bzw. [St00] beschrieben: X sei eine kompakte Riemannsche
Fl ache und 
(X) der C-Vektorraum der holomorphen Dierentialformen auf
X. Es ist dimC 
(X) = g, wobei g das Geschlecht von X ist. !1;:::;!g
sei eine Basis und bzgl. einer Karte z um x 2 X sei !i = fidz die lokale
Darstellung. Ist w eine andere Karte um x, so gilt !i = fi
@z
@wdw, d.h. man
erh alt eine wohldenierte Abbildung
 : X ! P
g 1(C) mit x 7! (f1(x) :  : fg(x))
von X in den projektiven Raum. Ist X nicht hyperelliptisch, dann ist  sogar
eine Einbettung ([FK], III.10.2), die sogenannte kanonische Einbettung. (X)
nennen wir auch das kanonische Modell von X.
Des weiteren kann man eine (Rechts-)Operation von Aut(X) auf 
(X)
denieren, und zwar lokal durch
!
 = f  d(z  )
f ur  2 Aut(X) und ! = fdz 2 
(X). Daraus erhalten wir eine treue
Darstellung  : Aut(X) ! GLg(C) ([FK], V.2.1 Proposition). Aus  erh alt
man einen Homomorphismus ^  : Aut(X) ! PGLg(C), so dass das Diagramm
X
       ! X

? ? y
? ? y
(X)
^ ()
      ! (X)
kommutiert, d.h. die Automorphismengruppe operiert als projektive Gruppe
auf dem kanonischen Modell.
Ist x 2 X ein Fixpunkt von , dann ist entsprechend (!1(x) :  : !g(x))
ein Fixpunkt von ^ (), d.h. (!1(x);:::;!g(x)) 2 Cg ist ein Eigenvektor von
(). Wegen
!

i (x) = fi((x))d(z) =
@
@z
(x)fi(x)dz = m;x  !i(x);
ist der zugeh orige Eigenwert gleich dem Multiplikator m;x.
Sei I = I(X) das Ideal der Kurve X, d.h. X ist die Nullstellenmenge aller
Polynome in I. Da X arithmetisch ist, k onnen wir uns I als
I = hp1(x1;:::;xg);:::;pr(x1;:::;xg)i;pi 2 Q[x1;:::;xg]26 Kerne und Kurven
denken. Wendet man  2 Gal(Q=Q) koezientenweise auf die pi an, so erh alt
man ein Ideal
I
 = hp

1;:::;p

ri;
das uns eine Kurve X deniert.
Beschreibt man die !i = fidz auf dem kanonischen Modell durch ra-
tionale Funktionen, so erh alt man, wieder durch Anwenden von  auf die
Koezienten, Dierentiale !
i = f
i dz auf X und  2 Aut(X) operiert auf

(X) durch (), wobei  auf alle Eintr age der Matrix () angewandt
wird. Entsprechend operiert  durch ^ () auf X und wir haben:
Fazit 1.7.1 (siehe [St00], Lemma 2). Ist  2 Aut(X)x mit Multiplikator
m;x, dann ist (!1(x);:::;!g(x)) ein Eigenvektor von () mit Eigenwert
m;x.
Auf der konjugierten Kurve X ist der Punkt x := (!
1(x) :  : !
g(x))
ein Fixpunkt von  und (!
1(x);:::;!
g(x)) ist Eigenvektor von () mit
Eigenwert (m;x), d.h.  hat in x den Multiplikator (m;x).
Die Kurven, die wir betrachten wollen, haben eine einfache Automor-
phismengruppe. Auf einer hyperelliptischen Fl ache von Geschlecht g  2
gibt es die hyperelliptische Involution, die mit allen Elementen der Auto-
morphismengruppe kommutiert ([FK] III.7.9, Corollary 3), d.h. es gibt einen
nicht-trivialen Normalteiler in der Automorphismengruppe einer hyperellip-
tischen Kurve. Wir k onnen also das kanonische Modell und die Folgerungen
f ur die Multiplikatoren verwenden.
Nach Lemma 1.6.4 und Korollar 1.4.4 k onnen wir die torsionsfreien Kerne
(m0;m1;m1)  PSL2(Fq)  uber das Spurtripel in Fq und im Fall m0 = 2
oder p = 2 sogar durch das Tripel der Multiplikatoren von g0;g1;g1 beschrei-
ben. Daraus ergibt sich f ur die Galois-Konjugation der zugeh origen Kurven:
Satz 1.7.2. Sei p 6= 2,  = (2;m1;m1) ein p-zul assiges nicht irregul ares
Ordnungstripel zu einer maximalen Fuchsschen Gruppe oder einer Gruppe
vom Typ (2;m;2m) und Fq sei der zugeh orige Spurk orper aus Satz 1.2.7.
Ki seien die torsionsfreien Normalteiler in  mit =Ki  = PSL2(Fq) und
Xi := KinU seien die Riemannschen Fl achen.
Dann l asst sich die Operation von Gal(Q=Q) auf den Xi  uber die Opera-
tion von Gal(Q=Q) auf den Multiplikatoren von g1 und g1 beschreiben.
Wir wollen jetzt noch den Denitionsk orper der Kurven bestimmen. Da
wir es mit quasiplatonischen Fl achen zu tun haben, stimmt der Deniti-
onsk orper mit dem Modulk orper  uberein (siehe [Wo], Thm. 5). Der Mo-
dulk orper einer kompakten Riemannschen Fl ache ist der Fixk orper von:
U(X) := f 2 Aut(C)j X
  = Xg:1.7 Galois-Operation 27
Das ist der kleinste K orper K mit der Eigenschaft, dass f ur alle  2 Aut(C)
mit jK = idK folgt, dass X  = X (vgl. [Wo], 4.3).
Um die Situation im Detail zu beschreiben f uhren wir auerdem die fol-
gende Notation ein:
Denition 1.7.3. Sei F=K eine Galois-Erweiterung mit der Galoisgruppe
G. p sei ein Primideal im Ring der ganzen Zahlen von F. Dann heit
Gp := f 2 Gj (p) = pg
die Zerlegungsgruppe von p  uber K. Der Fixk orper
Zp := fx 2 F j x = x f ur alle  2 Gpg
heit Zerlegungsk orper von p  uber K.
Auerdem induziert jedes  2 Gp einen Automorphismus
 : RF=p ! RF=p; a mod p 7! a mod p
auf dem Restklassenk orper. Man erh alt sogar alle Elemente der Galoisgruppe
der Restklassenk orper-Erweiterung als Bilder von Elementen aus Gp (siehe
[N], Satz (9.4)).
In unserem Fall sei E der Spurk orper von  und F der invariante Spurk or-
per, also der Spurk orper der Untergruppe der Quadrate von . Dann sind
sowohl G0 = Gal(E=Q) als auch G = Gal(F=Q) Abelsche Gruppen. Die
verschiedenen Primideale p  uber p sind alle konjugiert zueinander, ebenso
wie die Gruppen Gp. F ur verschiedene p  uber p erhalten wir also die gleiche
Zerlegungsgruppe und wir k onnen somit Gp := Gp f ur ein p j p setzen. Analog
denieren wir Zp := Zp und entsprechendes f ur G0.
F ur die Tr agheitsgrade der beiden Erweiterungen gilt folgendes
Lemma 1.7.4. Der Tr agheitsgrad von E stimmt mit dem Index f der Erwei-
terung Fq=Fp  uberein. Ist (2;m1;m1) ein Ordnungstripel wie in Satz 1.7.2,
dann gilt f ur den Tr agheitsgrad fi der Erweiterung F=Q, dass fi = f, wobei
f deniert ist wie in Satz 1.4.5.
Beweis. Die erste Aussage ist Inhalt von 1.3.14. Wir betrachten jetzt die
Tr agheitsgrade: Sind m1;m1 beide ungerade, dann ist E = F und die Be-
dingung (VZ) ist nicht erf ullt, also f = fi = f.
Wir nehmen nun an, m1 w are gerade und m1 ungerade. F ur die K orper-
grade folgt dann mit Satz 1.3.13, dass jE=Fj=2. Es ist also fi = f oder fi =
f
2.
1 sei das durch 2m1 7!  2m1 induzierte Element aus G0, also F = Fix(1).28 Kerne und Kurven
Wird der Tr agheitsgrad echt kleiner, also fi =
f
2, dann war 1 in der Zer-
legungsgruppe G0
p, m.a.W. 1 induziert ein Element 1 2 Gal(Fq=Fp) mit
1(1) =  1 und 1(1) = 1. Auerdem hat 1 die Ordnung 2, d.h.
1 = x 7! xpf=2. Daraus folgt 1 2 Fq nFpf=2 und 1 2 Fpf=2. Nach Satz 1.2.9
ist das Tupel (2;m1;m1) irregul ar, im Widerspruch zur Voraussetzung, d.h.
fi = f. Insbesondere kann die Bedingung (VZ) nicht erf ullt werden.
Es seien nun m1 und m1 gerade. 1;1 seien wie oben deniert. Wir
betrachten zun achst die Situation, dass 1;1 2 G0
p: Dann ist 1 = x 7!
xpf=2 = 1 und die Bedingung (VZ) ist erf ullt. Weiter sind 1;1 2 FqnFpf=2,
wir haben also ein nicht irregul ares Tripel. Mit (mi +  1
mi)pf=2 = mi +  1
mi
folgt fi 
f
2. Da F = Fix(h1;1i), aber 1 und 1 das gleiche Bild in
Gal(Fq=Fp) haben, gilt sogar fi =
f
2 = f.
Ist 1 2 G0
p und 1 = 2 G0
p, dann bildet x 7! xpf=2 die Spur 1 nicht auf
 1, also auf 1 ab. Es folgt, dass das Tripel irregul ar war, Widerspruch.
Seien schlielich 1;1 = 2 G0
p. W are f gerade, dann w urde x 7! xpf=2
die Spuren 1;1 fest lassen, also 1;1 2 Fpf=2, Widerspruch. f ist somit
ungerade, (VZ) nicht erf ullt und f = fi = f.
Satz 1.7.5. Mit den Bezeichnungen aus Satz 1.7.2 und F, Zp wie oben gilt:
Der Denitionsk orper der Kurven Xi ist der Zerlegungsk orper Zp von F.
Des weiteren gilt:
(i) Ist m1 = p, dann bilden die Kurven Xi einen Galois-Orbit.
(ii) Sind m1;m1 6= p und (m1;m1)  2, dann bilden die Xi ebenfalls eine
Bahn unter der Galois-Operation.
(iii) Sind m1;m1 6= p und (m1;m1) > 2, dann hat man
'((m1;m1))
2 ver-
schiedene Bahnen der Xi.
Beweis. Die Kurven Xi k onnen durch die Multiplikator-Paare von g1 (Fall
(i)) bzw. g1;g1 (Fall (ii), (iii)) beschrieben werden. Der Denitionsk orper
ist somit in F enthalten. Ist (m1;m1)  2, dann sind die Erweiterungen
Q(cos 2
m1) und Q(cos 2
m1) linear disjunkt. Man kann also die Multiplikatoren
unabh angig voneinander ver andern. Bei (i) und (ii) operiert Gal(F=Q) also
transitiv auf den Xi.
Elemente  2 Gp induzieren Elemente  2 Gal(Fq=Fp), d.h. die Spur-
Tupel
(2mi + 
 1
2mi) und ((2mi + 
 1
2mi))
sind  aquivalent. Alle anderen  2 G n Gp  andern die Spuren so, dass sich
die Abbildung nicht zu einem Element aus Gal(Fq=Fp) fortsetzen l asst, d.h.
man erh alt nicht- aquivalente Spurtupel. Somit ist Gp = U(X).1.7 Galois-Operation 29
Sei k = (m1;m1) > 2. Wir bestimmen zun achst die L ange einer Galois-
Bahn. Als Multiplikatoren von g1 kommen
'(m1)
2 viele Paare in Frage, f ur die
von g1 hat man
'(m1)
2 viele Paare. L asst man die Multiplikatoren von g1
unver andert, d.h. m1 7! 1
m1, dann muss auch k 7! 
1
k gelten. Durchl auft
man alle Multiplikatoren von g1, dann wird das Paar fk;
 1
k g dabei auf
'(k)
2 viele andere Paare abgebildet. M ochte man die Multiplikatoren von g1
unver andert lassen, dann hat man also nur
'(m1)
'(k) viele M oglichkeiten die
Multiplikatoren von g1 zu ver andern. Die L ange einer Bahn ist somit:
'(m1)'(m1)
2'(k)
=
'(k)'([m1;m1])
2'(k)
=
'([m1;m1])
2
auf allen Tupeln. Wir m ussen noch  aquivalente Tupel  uber die Operation von
Gp miteinander identizieren. Nach Lemma 1.7.4 hat Gp die Gr oe f, die
L ange einer Bahn auf den Kurven ist somit
'([m1;m1])
2f und es gibt
'(k)
2 viele
Bahnen.
Nach Lemma 1.7.4 stimmt (Bahnenl ange)(Anzahl Bahnen) mit der An-
zahl der Kurven  uberein und der Satz ist bewiesen.
Bemerkung. Ist p = 2, dann spielt das Vorzeichen und somit auch die Bedin-
gung (VZ) keine Rolle mehr. Auerdem k onnen wir die verschiedenen Kur-
ven  uber das Tripel der Multiplikator-Paare eines fest gew ahlten PSL2(Fq)-
Tripels g0;g1;g1 beschreiben. Damit liegt der Denitionsk orper in F. Wie
f ur p 6= 2 ist U(X) = G2, d.h. der Denitionsk orper ist der Zerlegungsk orper.
Sind alle Ordnungen mi 6= 2 und p 6= 2, dann hat man ein 2{1-Beziehung
zwischen Spurtupeln und Multiplikatortupeln.  Andert man ein Vorzeichen
bei den Spuren, so erh alt man eine andere Kurve, aber das Multiplikatortupel
bleibt gleich. Die Information aus den Multiplikatoren der gi ist hier also
nicht ausreichend um die Kurven bzw. die Galois-Operation auf den Kurven
zu beschreiben.30Kapitel 2
Kerne und
Quaternionenalgebren
Wir wollen zu Beginn die f ur uns wichtigsten Fakten  uber Ordnungen in
Quaternionenalgebren bzw. zentralen einfachen Algebren zusammenstellen.
F ur eine ausf uhrliche Behandlung siehe z.B. [MR], [R], [V].
2.1 Quaternionenalgebren
Eine Quaternionenalgebra A  uber K ist ein K-Vektorraum mit Basis 1;i;j;k,
der bei Multiplikation die Relationen
i
2 = a; j
2 = b; ij =  ji = k; a;b 2 K

erf ullt, wobei 1 die Rolle des multiplikativen Neutralelements  ubernimmt.
Durch Angabe der Daten a;b;K ist A somit bestimmt, und kann durch das
Hilbertsymbol angegeben werden
A =

a;b
K

:
Setzt man i =

1 0
0  1

und j =

0 1
1 0

, so erh alt man z.B. die Qua-
ternionenalgebra
M2(K)  =

1;1
K

:
Es gelten:
(1) A0 =

x2a;y2b
K

 =
 a;b
K

= A.
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(Denn  uber
1
0 7! 1; i
0 7! xi; j
0 7! yj; k
0 7! xyk
wird ein Isomorphismus deniert.)
(2) Das Zentrum von A =
 a;b
K

ist K.
(Sei K der algebraische Abschluss von K. Dann gilt
K 
K A =

a;b
K

 =

1;1
K

 = M2(K):
Das Zentrum von M2(K) ist K und daher hat A das Zentrum K.)
(3) A ist eine einfache Algebra.
(Sei I ein nichttriviales Ideal in A. Dann ist K 
K I ein nichttriviales
Ideal in M2(K), also gleich M2(K). I ist also ein 4-dimensionaler K-
Untervektorraum von A.)
(4) (2)+(3) besagt also, dass jede Quaternionenalgebra eine zentrale ein-
fache Algebra der Dimension 4 ist. Es gilt auch die Umkehrung, denn
mit dem Satz von Skolem-Noether folgt: Ist die Charakteristik von K
ungleich 2, dann ist jede 4-dimensionale zentrale einfache K-Algebra
eine Quaternionenalgebra.
(5) Struktursatz von Wedderburn: Jede einfache Algebra A endlicher Di-
mension  uber K ist von der Form A  = Mn(D), wobei D eine Divisions-
algebra  uber K ist. n und D sind dabei eindeutig durch A bestimmt.
F ur eine Quaternionenalgebra hat man also die M oglichkeiten:
A  = M2(K) oder A  = D:
(6) Ist a oder b ein Quadrat in K, so ist
 a;b
K
  = M2(K).
(O.b.d.A. ist
 a;b
K
  =
 1;b
K

, also i2 = 1 und wegen (i   1)(i + 1) =
i2   1 = 0 hat man Nullteiler.)
Mit (1)+(5) folgt jetzt f ur K = R, dass man sogar insgesamt nur zwei
Quaternionenalgebren  uber R hat, n amlich
M2(R)  =

1;1
R

und H  =

 1; 1
R

;
wobei H die Hamiltonschen Quaternionen bezeichnet.
Entsprechendes gilt  uber den vollst andigen p-adischen K orpern: Es gibt
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(7) Jede Quaternionenalgebra  uber K l asst sich in M2(L) einbetten, mit
jL : Kj = 1;2.
(Setze L := K(
p
a). Dann ist L 
K A  = M2(L).)
(8) Als reine Quaternionen bezeichnet man die Elemente des von i, j, k
aufgespannten Untervektorraums A0. Diese Denition ist unabh angig
von der Wahl der Basis. Man hat f ur x 2 A also eine eindeutige Zerle-
gung
x = 0 + 1 mit 0 2 K und 1 2 A0:
Das Konjugierte zu x ist x = 0   1 und die (reduzierte) Norm und
Spur sind deniert als
n(x) = x  x = x  x 2 K und tr(x) = x + x 2 K:
In M2(L) entspricht die Norm der Determinante und die Spur der
gew ohnlichen Spur einer Matrix.
(9) Jedes x 2 A erf ullt die Polynomgleichung
x
2   tr(x)x + n(x) = 0:
(10) Durch T(x;y) := tr(xy) ist eine nicht-ausgeartete symmetrische Bili-
nearform auf A deniert.
(11) Oft ist es hilfreich von einer (Quaternionen-)Algebra A  uber K zu ihrer
p-adischen Komplettierung  uberzugehen: Ist b Kp die Komplettierung
von K an der Stelle p, so setzen wir b Ap := b Kp 
K A. b Ap ist dann
entweder isomorph zu der Divisionsalgebra  uber b Kp; in diesem Fall
nennen wir A verzweigt an der Stelle p. Oder es ist b Ap  = M2( b Kp), und
man sagt A zerf allt in p.
(12) Die bis auf Isomorphie eindeutige Divisions(quaternionen)algebra b A
 uber einem vollst andigen bewerteten K orper b K mit Bewertungsring
b R l asst sich genauer angeben:
Zu b K gibt es eine eindeutig bestimmte unverzweigte quadratische Er-
weiterung b L, wobei b L = b K(
p
u) f ur ein u 2 b R ([MR], 0.7.13). Da es
sich um eine Erweiterung vollst andiger bewerteter K orper handelt, ist
der Tr agheitsgrad hier gleich 2. Die Divisionsalgebra ist dann isomorph
zu 
u;
b K

;
wobei  die Uniformisierende in b R ist ([MR], 2.6.3). Auerdem gilt
b L 
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2.2 Ordnungen
Sei R ein Integrit atsbereich mit Quotientenk orper K und A eine endlich-
dimensionale K-Algebra. Dann gilt
x 2 A ist ganz :, f(x) = 0 f ur ein normiertes Polynom f 2 R[X]
, R[x] ist ein endlich erzeugter R-Modul:
Ist R ein Dedekindring, d.h. ein ganzabgeschlossener Noetherscher Ring,
in dem jedes nichttriviale Primideal maximal ist, und A eine Quaternionen-
algebra, so gilt sogar
x 2 A ist ganz , tr(x);n(x) 2 R:
Ist K ein algebraischer Zahlk orper, so bilden die ( uber Z) ganzen Ele-
mente einen Ring RK. So ist z.B. RK = Z[] f ur einen Kreisteilungsk orper
K = Q(), mit n-ter Einheitswurzel  und RK = Z[2cos 2
n ] f ur K =
Q() \ R = Q( +  1) = Q(2cos 2
n ).
Im Fall einer Quaternionenalgebra ist das i.d.R. nicht so: Z.B. sind
x =

0 1
2
0 0

; y =

0 0
1
2 0

ganz in A = M2(Q), aber x+y nicht. Die Rolle des Rings ganzer Zahlen RK
in einem algebraischen Zahlk orper  ubernehmen hier die Ordnungen.
Denition 2.2.1. Sei R ein Dedekindring mit Quotiontenk orper K und sei
A eine Quaternionenalgebra  uber K.
 Ein R-Gitter L in einem K-Vektorraum V ist ein endlich erzeugter
R-Modul.
 L  V ist ein volles R-Gitter, falls zus atzlich K 
R L  = V gilt.
 Ein Ideal in A ist ein volles R-Gitter.
 Eine Ordnung O in A ist ein Ideal, das gleichzeitig ein Ring mit 1 ist.
Oder  aquivalent dazu: O ist ein Ring ganzer Zahlen in A mit R  O
und K  O = A.
 Eine maximale Ordnung in A ist eine Ordnung, die maximal bzgl. In-
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Beispiel 2.2.2. Ist I ein Ideal in A, dann kann man I seine Linksordnung
Ol(I) := f 2 Aj I  Ig
und seine Rechtsordnung
Or(I) := f 2 Aj I  Ig
zuordnen.
Denition 2.2.3. Sei I ein Ideal in A. Wir nennen I
 beidseitig, falls Ol(I) = Or(I),
 normal, falls Ol(I) und Or(I) maximale Ordnungen sind und
 ganz, falls I  Ol(I);Or(I).
Beobachtung 2.2.4. Sei O eine maximale Ordnung. Ist I ein beidseitiges
Ideal in O im herk ommlichen Sinn (d.h. ein beidseitiges Ideal in dem Ring
O) mit K  I = A, dann ist I beidseitig, normal und ganz als Ideal in A.
Ist R ein Dedekindring, so l asst sich die Idealtheorie auf die Ideale in
A fortsetzen: Jedes beidseitige Ideal in einer maximalen Ordnung l asst sich
eindeutig bis auf Reihenfolge in ein Produkt von Primidealen zerlegen ([R],
(23.6)) und wie in Dedekindringen sind die Primideale maximale Ideale ([R],
(22.3)). Ist K ein algebraischer Zahlk orper, so gibt es auerdem eine 1-1-
Beziehung zwischen den Primidealen in einer maximalen Ordnung und den
Primidealen in R, genauer:
Satz 2.2.5 ([R], (32.1)). Sei R ein Dedekindring, dessen Quotientenk orper
K 6= R ein globaler K orper ist. O sei eine maximale Ordnung in der zentralen
einfachen K-Algebra A. Die Primideale p von R und die Primideale P von
O lassen sich einander ein-eindeutig zuordnen durch:
p = R \ P und P j pO:
Im Spezialfall, dass A eine Quaternionenalgebra ist, l asst sich P j pO
pr azisieren zu: P = pO, falls A in p zerf allt und P2 = pO, falls A in p
verzweigt.
 Uber lokalen K orpern ist die Situation wie folgt: Es sei b R ein vollst andiger
diskreter Bewertungsring mit Quotientenk orper b K und Bewertung
v = vp : b K
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Uniformisierender , maximalem Ideal b p =  b R und Restklassenk orper  =
b R=b p  = Fq, wobei q = pf, und b A = Mr(D) sei eine zentrale einfache b K-
Algebra, wobei D eine Divisionsalgebra  uber b K ist. Die Bewertung auf b K
l asst sich durch Vorschalten der Norm von D  uber b K zu einer Bewertung
auf D fortsetzen (vgl. [R] Kap. 12). D sei der zugeh orige Bewertungsring mit
Uniformisierender D. Es gilt
Satz 2.2.6 ([R] (17.3),(17.5)). Mit den Bezeichnungen aus dem obigen Ab-
satz gilt:
(i) Sei b O = Mr(D). Dann ist b O eine maximale b R-Ordnung in b A und hat
ein eindeutig bestimmtes maximales beidseitiges Ideal b P = D b O. Die
Potenzen
b P
m = 
m
D b O; m = 0;1;2;:::;
bilden alle nichttrivialen beidseitigen Ideale von b O.
(ii) Jede maximale b R-Ordnung in b A ist von der Form u b Ou 1 f ur ein u 2
b A, und jeder solche Ring ist eine maximale Ordnung.
(iii) F ur jede maximale b R-Ordnung b O in b A gilt
rad b O = b P und b O=rad b O  = Mr(D=radD);
wobei rad das Jacobson-Radikal bezeichnet.
Was bedeutet das f ur den konkreten Fall, dass b A eine Quaternionenalge-
bra  uber der Komplettierung b K eines algebraischen Zahlk orpers K ist?
b A ist dann entweder von der Form
b A = M2( b K) oder b A = D;
wobei D eine Divisionsalgebra vom Grad 4  uber b K ist.
Ist b A = D, so erh alt man die Bewertung auf D  uber die reduzierte Norm
der Quaternionenalgebra, n amlich durch
w : D
 ! Z mit w(x) := v(n(x)):
Der Bewertungsring ist dann
D := fx 2 Dj w(x)  0g:
Das sind bereits alle ganzen Elemente in D, d.h. D ist die maximale Ordung
in D und das maximale Ideal in D ist
b P = fx 2 Dj w(x) > 0g:2.3 Die Quaternionenalgebra zu einer Fuchsschen Gruppe 37
Auerdem sind Verzweigungs- und Tr agheitsindex der Erweiterung D= b K je-
weils gleich 2 (siehe [R] (14.3)), d.h. jD=b P : j = 2 und b P2 = D.
Ist b A = M2( b K), dann ist jede maximale Ordnung konjugiert zu M2(b R)
und die beidseitigen Ideale in M2(b R) sind Potenzen des maximalen Ideals
M2(b R).
Wir wollen nun die Quotienten b O=b P aus Satz 2.2.6 im Falle von Quater-
nionenalgebren n aher bestimmen.
Ist b A = M2( b K), dann ist D = b R. Das Radikal eines Rings l asst sich
berechnen als der Schnitt  uber alle maximalen Linksideale (siehe [R] (6.3)).
In b R gibt es aber nur ein maximales Ideal, n amlich  b R, d.h. rad b R = b p.
Sei nun b A = D, D der Bewertungsring von D. Dann ist b O = D und nach
Satz 2.2.6 ist radD = b P = DD.
Lemma 2.2.7. Mit diesen Bezeichnungen gilt:
b O=b P =
(
M2(b R= b R)  = M2(Fq); wenn b A = M2( b K);
D=DD  = Fq2; wenn b A = D:
Korollar 2.2.8. Sei b O  = M2(b R) und b I := ker(M2(b R) ! M2(b R=b p)). Dann
ist b I = b P.
Beweis. Es ist b O=b I  = M2(Fq)  = b O=b P. Nach Satz 2.2.6 ist b P =  b O, also
b P  b I. Auerdem ist b I ein beidseitiges Ideal in b O, also enthalten in b P. Es
folgt b I = b P.
2.3 Die Quaternionenalgebra zu einer Fuchs-
schen Gruppe
Wir wollen nun einer Fuchsschen Gruppe   eine Quaternionenalgebra zu-
ordnen, die   in ihrer Norm-1-Untergruppe enh alt. Diese Konstuktion wird
ausf uhrlich in [MR] duchgef uhrt.
Sei    PSL2(C).   heit reduzibel, falls alle Elemente einen gemeisamen
Fixpunkt bzgl. der Operation auf C1 besitzen, andernfalls irreduzibel.
Lemma 2.3.1 ([MR], 1.2.3). Seien 
0;
1 2 PSL2(C). h
0;
1i ist reduzibel
, tr[
0;
1] = 2.
Beweis. Die Gruppe sei reduzibel und der gemeinsame Fixpunkt sei o.B.d.A.
1, d.h. alle Matrizen sind trigonalisiert. Aus

 
0  1



 
0  1

=

 
0  1 1
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ersieht man, dass
[
0;
1] =

1 
0 1

:
Sei nun die Spur des Kommutators 2. Wir nehmen zun achst an 
0 habe
genau einen Fixpunkt und zwar o.B.d.A. 1.
[
0;
1] =

1 1
0 1



a b
c d



1  1
0 1



d  b
 c a

=

1 + ac + c2 
 1   ac

;
d.h. 2 = tr[
0;
1] = 2 + c2, also c = 0 und 1 ist ein gemeinsamer Fixpunkt.
Nun habe 
0 zwei verschiedene Fixpunkte und zwar 0 und 1.
[
0;
1] =

 0
0  1



a b
c d



 1 0
0 



d  b
 c a

=

ad   2bc 
 ad    2bc

;
also 2 = 2ad   bc(2 +  2) = 2   bc(    1)2. Es folgt bc = 0 und 0 oder
1 ist ein gemeinsamer Fixpunkt, oder  =  1 und 
0 ist die Identit at.
Schreibt man die Eintr age von 1, 
0, 
1, 
0
1 in die Spalten einer 4  4-
Matrix M(
0;
1), so erh alt man
detM(
0;
1) = 2   tr[
0;
1];
m.a.W., h
0;
1i ist genau dann irreduzibel, wenn 1, 
0, 
1, 
0
1  uber C linear
unabh angig sind.
Satz 2.3.2 ([MR], 3.2.1). Die Untergruppe    PSL2(C) enthalte zwei Ele-
mente 
0;
1, so dass h
0;
1i irreduzibel ist. Dann deniert
A0  := Q(tr )[ ] =
(
X
endl:
a

    
a 2 Q(tr );
 2  
)
eine Quaternionenalgebra  uber Q(tr ).
Beweis. Nach dem Lemma ist C  A0  = M2(C). Liegt x im Zentrum von
A0 , dann auch im Zentrum von M2(C), x ist also ein Vielfaches der Ein-
heitsmatrix, m.a.W. A0  ist zentral.2.3 Die Quaternionenalgebra zu einer Fuchsschen Gruppe 39
Zu vj 2 f1;
0;
1;
0
1g ist T( ;vj) eine Basis im Dualraum, wobei T die
symmetrische Bilinearform aus 2.1 (10) auf M2(C) ist. Sei v
i die dazu duale
Basis, d.h. T(v
i;vj) = ij. Sei 
 2   beliebig und

 =
X
iv

i mit i 2 C:
Dann folgt j = T(
;vj) 2 Q(tr ). A0  ist also in einem Q(tr )-Vektorraum
der Dimension 4 enthalten, ist also selbst ein Q(tr )-Vektorraum der Dimen-
sion 4.
Schlielich sei I 6= 0 ein beidseitiges Ideal in A0 , d.h. C  I ist ein beid-
seitiges Ideal in M2(C), also CI = M2(C). I hat somit Dimension  4  uber
Q(tr ).
Satz 2.3.3. Sind alle Spuren von   ganze algebraische Zahlen, so ist
O  := RQ(tr )[ ] =
(
X
endl:
a

  
 
a 2 RQ(tr );
 2  
)
eine Ordnung in A.
Beweis. Es gen ugt zu zeigen, dass O  ein Ring ganzer Zahlen ist, der RQ(tr )
enth alt, mit Q(tr )O  = A0 . Oensichtlich sind Q(tr )O  = A0  und
RQ(tr )  O  erf ullt und O  ist ein Ring. Zu zeigen bleibt die Ganzheit.
Ein Element einer Quaternionenalgebra ist genau dann ganz, wenn seine
Spur und Norm algebraische ganze Zahlen sind. Nach der Voraussetzung  uber
die Spuren von   sind die Spuren aller Elemente aus O  ganz. Des weiteren
ist n(a
) = a2 2 RQ(tr ). Wir m ussen also nur noch die Norm der Summe
zweier Elemente betrachten.
Seien x =

a b
c d

;y =

 

 

2 O  mit ganzzahliger Determinan-
te.
det(x + y) = ad   bc +    
 | {z }
2R
+a + d   b
   c
Aus a + d; +  2 R folgt (a + d)( + ) = a + d + a + d 2 R und aus
tr(x  y) 2 R folgt a + d + b
 + c 2 R und schlielich
a + d   b
   c = (a + d + a + d)   (a + d + b
 + c) 2 R:
F ur den Fall einer Dreiecksgruppe  vom Typ (m0;m1;m1) ist
tr()  Z[2cos 
m0;2cos 
m1;2cos 
m1];
und somit ist O eine Ordnung in A0.
Bemerkung. M ochte man der Gruppe   eine Quaternionenalgebra als Invari-
ante der Kommensurabilit atsklasse von   zuordnen, so muss man, wie beim
Spurk orper, A0 (2) statt A0  betrachten ([MR], 3.3.5).40 Kerne und Quaternionenalgebren
2.4 Projektionen auf PSL2Fq
Wir m ochten nun die Projektionen einer Dreiecksgruppe  = (m0;m1;m1)
mit "sch onem\ Ordnungstripel auf PSL2(Fq), q = pf, aus Satz 1.4.5  uber die
 zugeordnete Quaternionenalgebra A = A0 beschreiben. Dabei verste-
hen wir unter einem sch onen Tripel ein p-zul assiges, nicht irregul ares Tri-
pel, das zu einer maximalen Fuchsschen Gruppe oder einer Gruppe vom
Typ (2;m;2m) oder (3;m;3m) geh ort. E bezeichne wieder den Spurk orper
von . Wir betrachten zun achst den  Ubergang zu einer Komplettierung
b Ap = b Ep 
E A an der Stelle p  uber p. ~  sei das Urbild von  in SL2(R), O
sei eine maximale Ordnung in A, die O  enth alt und b OE sei eine maximale
Ordnung in b Ap, die O enth alt. Nach 2.2.7 haben wir folgende Situation:
~   O ,! b OE  b OE=b P  =

M2(Fq); p = 2 Ram(A);
Fq2; p 2 Ram(A):
Im verzweigten Fall k onnen wir die Komplettierung mit der quadratischen
Erweiterung b L=b Ep vom Tr agheitsgrad 2 aus 2.1(12) tensorieren und erhalten
~   O ,! b OE ,! b OL  b OL=b PL  = M2(Fq2);
mit einer maximalen Ordnung b OL in b L 
 b Ep
b Ap  = M2(b L).
Lemma 2.4.1. Beim  Ubergang von b OE zu b OL gilt b P = b PE  b PL.
Beweis. b RL 
b RE
b PK ist ein Ideal in b OL, d.h. b PL j b RL 
b RE
b PE.
In b OL=b PL betrachten wir nun den Unterring b OE=b PL. F ur diesen gilt:
Lemma 2.4.2. In b OL=b PL ist b OE=b PL  = b OE=b PE.
Beweis. Zwei Elemente in b OE sind kongruent modulo b PL, falls ihre Dierenz
in b PL \ b OE = b PE liegt. Also b OE=b PL = b OE=b PL \ b OE = b OE=b PE.
Nach 2.2.8 ist b PL = ker(M2(b RL) ! M2(b RL=b pL)), d.h. die Quotientenbil-
dung nach b PL ist nichts anderes, als wenn man die Eintr age in den Matrizen
modulo dem Primideal b pL in b RL betrachtet. Demnach ist tr(
i + b PL) =
tr
i mod b pL. Ist mi teilerfremd zu p, dann ist 2mi (bzw. mi) auch im Rest-
klassenk orper noch eine primitive Einheitswurzel, d.h. das Element im Quo-
tienten hat die gleiche Ordnung wie 
i. Ist eine Ordnung gleich p, o.B.d.A.
m0 = p, dann sind m1;m1 verschieden, ungleich p und wegen der p-Zul assig-
keit auch teilerfremd zu p. Die Ordnungen von 
1;
1 bleiben also im Quoti-
enten erhalten. Daraus folgt
1 6= ord(
0 + b P) j ord
0 = p;2.4 Projektionen auf PSL2Fq 41
also bleibt auch die Ordnung von 
0 erhalten.
Sei Fp der algebraische Abschluss von Fp. Nach Voraussetzung haben
wir das Ordnungstripel so gew ahlt, dass die in PSL2(Fp) erzeugte Gruppe
isomorph zu PSL2(Fq) ist. W are A bei p verzweigt, dann w urden die 
i al-
so einerseits auf Elemente in M2(Fq2) abgebildet, die PSL2(Fq) erzeugen.
Andererseits sind die 
i in b OE enthalten, d.h. sie erzeugen in M2(Fq2) ei-
ne Untergruppe, die in b OE=b PL  = Fq2 enthalten ist und wir erhalten einen
Widerspruch. Also gilt:
Lemma 2.4.3. Sei (m0;m1;m1) ein p-"sch ones\ Ordnungstripel. Dann ist
A bei p j p unverzweigt.
Nach Voraussetzung ist also b Ap  = M2(b Ep). In M2(b Ep) ist jede maximale
Ordnung konjugiert zu M2(R b Ep), d.h. wir bekommen eine Abbildung  !
PSL2(Fq)  uber
  ~   O ,! b Op
konj:
! M2(R b Ep) ! M2(R b Ep=b p)  = M2(Fq)
\ \ \
A ,! b Ap  = M2(b Ep)
wobei b Op eine maximale Ordnung in b Ap ist, die O enth alt. Es wird ein Ring-
homomorphismus ~ ' : O ! M2(Fq) induziert. I := ker ~ ' ist also ein zweisei-
tiges Ideal in O. Ist  2 pO, d.h. in M2(R b Ep) enth alt jeder Eintrag der zu 
geh origen Matrix einen Faktor  2 p  b p, dann ist ~ '() = 0 bzw. pO  I.
Daraus folgt K  I = A, d.h. I ist auch ein Ideal von A.
A ist unverzweigt in p, d.h. pO ist ein Primideal in O, also maximal.
Demnach gilt sogar I = pO.
O1 bezeichnet die Elemente mit Norm 1 in O. Die Hauptkongruenzgruppe
von O1 bzgl. I ist deniert als
O
1(I) :=

 2 O
1      1 2 I
	
;
also
 2 O
1(I) ,  2 O
1 und 0 = ~ '(   1) = ~ '()   1; bzw: ~ '() = 1
,  ist im Kern von O
1 ! SL2Fq:
 Uber ~ ' bekommen wir schlielich einen Gruppenhomomorphismus ' :
 ! PSL2(Fq). Mit der gleichen Argumentation wie oben folgt, dass die
Ordnungen von gi := '(
i) mit denen der 
i  ubereinstimmen. Es folgt:
Satz 2.4.4. Sei (m0;m1;m1) ein p-"sch ones\ Ordnungstripel. Dann l asst
sich  uber die Quaternionenalgebra A = A0 ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus ' :  ! PSL2(Fq) denieren mit
ker' =  \ PO
1(pO):42 Kerne und Quaternionenalgebren
2.5 Galois-Operation
Wir wollen nun betrachten, wie sich ker' ver andert, wenn wir von ' = 'p
zu einer anderen Primstelle p0  uber p wechseln und ker'p0 betrachten.
Dazu w ahlen wir eine Primstelle p fest und identizieren Fq mit RE=p =
R b Ep=b p. Da Gal(E=Q) transitiv auf den Primidealen  uber p operiert, gibt es
 2 Gal(E=Q) mit  : p0 7! p.  induziert einen Isomorphismus RE ! RE
und somit auch einen Isomorphismus Fq = RE=p  = RE=p0 via
a mod p
0 7! (a) mod p:
Wir vergleichen die beiden Abbildungen 'p und 'p0:
b Op
konj: M2(R b Ep) // // M2(R b Ep=b p) = M2(Fq) 3 gi

i 2 O
/
??        
o 
 ? ? ? ? ? ? ? ?
b Op0
konj: M2(R b Ep0) // // M2(R b Ep0=b p0) = M2(RE=p0) 3 g0
i
F ur gi = 'p(
i) und g0
i = 'p0(
i) gilt dann
trgi = tr
i mod p
und
trg
0
i = tr
i mod p
0 = tr
i mod (p
0) = tr
i mod p:
Vertauscht man also gem a  : p0 7! p die Primstellen p j p, so erh alt man
eine Operation auf den Spurtripeln in SL2(Fq):
(tr
0;tr
1;tr
1) mod p 7! (tr
0;tr
1;tr
1) mod p:
F ur  2 G0
p induziert  einen Automorphismus von Fq, d.h. (tr
i) wird
auf ein  aquivalentes Tripel geschickt. Vergleicht man die Ver anderung der
Spurtripel hier mit der Galois-Operation auf den Multiplikatoren, so erh alt
man
Satz 2.5.1. Die Voraussetzungen seien wie in Satz 1.7.2. Ist dann X :=
ker'pnU, dann ist
X
  = ker'(p)nU:2.5 Galois-Operation 43
Beweis. 
i habe die Spur
p
i +
p
i
 1 und Multiplikator i. Die Multiplika-
toren von gi = 'p(
i) auf X sind dann 
1
i , und auf X hat gi die Multi-
plikatoren (i) = s
i und 
 s
i . Der durch 
i induzierte Automorphismus g0
i
auf X hat auch Multiplikatoren 
1
i , somit ist g0
i konjugiert zu gr
i, wobei
sr
i = i, bzw.  1(i) = r
i . F ur die Spuren gilt:
trgi =
p
i +
p
i
 1
mod p
und
trg
0
i =
p
i
r
+
p
i
 r
mod p = 
 1(tr
i) mod p:
Andererseits geh ort zu '(p)(
i) das Spurtripel
(
 1tr
0;
 1tr
1;
 1tr
1) mod p:
Die Operation auf den Spurtripeln ist also jeweils die gleiche.
Bemerkung.
 Da F  E der Denitionsk orper der Kurven X ist, spielt eigentlich
nur die Operation von  auf Primidealen in F eine Rolle: Hat man zwei
Primideale p 6= p0 mit RF \ p = RF \ p0, dann ist ker'p = ker'p0.
 Zerfallen die Kurven Xi aus 1.7.2 in mehrere Bahnen, wie in 1.7.5(iii),
dann beschreiben die ker'p nur die Kerne in einer dieser Bahnen.44Literaturverzeichnis
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